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PSEUDO-LAPLACIENS I

par Yves COLIN DE VERDŒRE

P. Cartier [3], puis H. Haas [9] ont calculé numériquement
les premières valeurs propres du laplacien sur les fonctions SL^Z)-
automorphes sur le demi-plan de Poincaré H. Dans la table de Haas,
relative au problème de Neumann pour le demi-domaine fondamental

D = {z G H | 0 < Re(z) < y , | z | > 1}, apparaissent les s(l - s)

où s est l'un des premiers zéros de la fonction zêta de Dedekind,
?KCO, du corps K = Q ( / ) . Comme Ç^(s) contient la fonction
f(s) de Riemann en facteur, on a cru ainsi pouvoir démontrer
l'hypothèse de Riemann en arguant du fait que les valeurs propres
d'un opérateur autoadjoint sont réelles. Malheureusement, il est vite
apparu [4] qu'on n'avait pas affaire à de vraies valeurs propres ; car
cela était incompatible numériquement avec la formule des traces
de Selberg et avec les relations entre les coefficients de Fourier
résultant de la théorie des opérateurs de Hecke. C'est finalement
D. Hejhal [4] qui a éclairci le mystère : les fonctions propres associées
à ces zéros de ^ ne sont pas en fait C°° sur H, mais admettent
au point / = — y + -^— , coin du domaine fondamental D des

singularités logarithmiques difficilement décelables lors d'un calcul
numérique avec des conditions aux limites du type Neumann. Plus
précisément, Hejhal a introduit les notions de pseudo-fonctions
propres et de pseudo-valeurs propres suivantes :

DEFINITION. - ^ est une pseudo-fonction propre associée à
la pseudo-valeur propre \ si :

O^GL'CSL^ZAH)
ii) A<^? = X<^ + 6(7)

où 6 (/) est la masse de Dirac au point j.
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II démontre alors que les pseudo-valeurs propres sont les s(l — s )
telles que ^ (s) = 0.

Un problème naturel est alors de construire des pseudo-laplaciens,
i.e. des opérateurs autoadjoints ayant pour domaine un sous-espace
de L2 (SL^(Z)\ïï) dont les pseudo-valeurs propres d'Hejhal soient
de vraies valeurs propres.

Dans ces 2 articles, nous présentons deux tentatives dans cette
direction, en mettant en avant les deux propriétés importantes des
pseudo-fonctions propres de Hejhal :

(S) Elles possèdent une singularité logarithmique en /'.
(§) Le zéro-ème coefficient de Fourier de ces fonctions est nul

sur [v^ , + °o j .

La propriété @ donne lieu aux constructions de ce 1, alors
que (5) sera utilisée en II (1).

Précisons tout de suite que la première tentative se solde par

un résultat peu encourageant : si ^(s) = 0 et Re(s) = — , s(l — s)

est valeur propre d'un des opérateurs A^ y (lue nous construisons,
mais a dépend sans doute du zéro choisi.

Dans ce I, nous étudions des cas particuliers du problème
suivant : construire sur une variété riemannienne complète X des
extensions de A „ où Î2 est un ouvert dense de X : plus pré-rCo (îî)
cisément, nous nous intéressons au cas où î 2 = X \ { j C o } , qui se
généraliserait aisément à S2 = X\Y où Y est une sous-variété
lisse de X.

La réponse obtenue est assez surprenante et nous semble ne
pas avoir été considérée dans la littérature (voir cependant [1] et
[8]) : si dim(X) = 2 ou 3, il existe d'autres extensions que le
laplacien usuel, unique extension autoadjointe [7] de A.^oo. . :i ^o' /

cela est lié au fait que Ô(XQ) est dans l'espace de Sobolev H'^X).
On met ainsi en évidence un phénomène du type cercle-limite,
classique dans la théorie des problèmes de Sturm-Liouville singuliers
([5] pp.225).

(1) A paraître dans ; Annales Inst. Fourier, 33, 2 (1983).
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Après avoir décrit les pseudo-laplaciens A^^ , nous montrons
comment calculer leur spectre. Nous expliquons ensuite comment
cela s'applique aux fonctions automorphes.

1. Les pseudo-laplaciens A^ ^ .

Soit X une variété riemannienne complète, C°° , de dimension
d , A désigne l'opérateur différentiel de Laplace-Beltrami associé
à la métrique riemannienne (l'écriture A/ signifiera toujours qu'on
prend le laplacien de / au sens des distributions sur X). On notera
A^ l'unique extension autoadjointe de A. .,00.y. sur l'espace de' — o \"/
Hilbert L2 (X, dx) où dx est l'élément de volume riemannien. Le
domaine de A^ est l'espace de Sobolev H^X) des fonctions L2

dont le laplacien est L2 (cf. [7]). A tout point XQ de X, on
associe l'opérateur symétrique A^ de domaine C^(X\{.VQ}) et
tel que A^ /= A/. On se propose d'étudier les extensions auto-
adjointes de A-. ; pour cela, il n'est peut-être pas inutile de rap-o
peler quelques faits de la théorie abstraite des opérateurs symétriques
(voir par exemple [13]).

Si (A,D(A)) est un opérateur symétrique de domaine dense
dans un espace de Hilbert 9€, et si « • ( • » = ( • h > ^ -+- <A** |A*°>^
désigne le produit scalaire naturel sur D(A*), on a la décompo-
sition orthogonale pour « » : D(A*) = D(Â) ® 3€+ ^3€_ où
ÎK,^ = Ker(A* ± /). On a alors une bijection entre les isomor-
phismes unitaires a? de 3€^. sur 9€_ et les extensions auto-
adjointes (A^ , D^) de A donnée par : D^ = D(A) ® (graphe
de œ) et A^ = A^ .

En particulier si Aoo est une extension autoadjointe particulière
de A et si dim(D(A*)/D(Ao,)) = n, les extensions autoadjointes
de A sont paramétrées par \](n, C).

THEOREME 1. — S i û f > 4 , la seule extension autoadjointe de
A-. est A^ ; si d = 2 ou 3, on a n(A., ) = 1 et les extensionso oautoadjointes de A^ sont les A^ ^ , avec aER/prZ , caractérisés
par : D(A^^)= {/CD(A^)| 3 X €C tel que, au voisinage de
XQ , on ait f(x) = \(sin a . G^(r) + cos a) + o(l)} où
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D(A^)==H 2 (X\{Xo})={/eL 2 (X) |3CeC,A/-C6(^)eL 2 (X)} ,

r est la distance de x à XQ, G^(r) = •ogr- , 63 (r) = —— et alors
A^/=A/-C6(;Co). 27r 47rr

En particulier, A^^^ = A^ et si /GH^X) et / ( ;Co)=0,
alors /eD(A^ ) pour tout a.

Preuve. - Si A^ est le laplacien au sens des distributions sur
X\{-V()L on voit facilement que

I^o) = {/^ L^X) | A^/G L^X)} = H^XVJC,}) .

Donc A / = = ^ + i / / avec (^EL^X) et Supp(V/)C {^}. Comme
V/eH'^X), on voit que, si û ? > 4 , ^ == 0 et A^ = A^ , alors
que si d = 2 ou 3, ^ = CSÇx^), on a alors

n(A^) == dim^CXVXoD/H2^) = 1 :

nous allons donner une description explicite des extensions auto-
adjointes de A qui sont paramétrées par U(l) ^ R/îrZ, à l'aide
du :

LEMME 1. -Si /GD(A^) (d = 2 ou 3), o/î a, ^ voisinage
de XQ, /00=CiG^r)+C2 + o ( l ) .

P^MV^ du lemme 1. - En effet, si, en coordonnées polaires
centrées en XQ, on a dx = r ^ " 1 6 ( r , œ)drd(^ (cj e S^"1), pour

une fonction de r, on a : A / = — ( — / -h ( ~ 1 +^) 3^} etv or2 v r 0 / 9r /

comme 0; (0, a;) = 0, on voit que AG^ (r) 4- 6 (jc^) G L2 (X).
Donc, si A/ + Ci ô (^) G L2 (X), on voit que / - C^ G^(r) e H2 (X)
et donc, d'après les théorèmes de plongement de Sobolev, f - C^ G^(r)
est une fonction continue.

Dans la situation présente où les opérateurs A^ et A^ sont
réels (i.e. stables par f^ /), et où i(A^) = 1° les extensions
autoadjointes ont pour domaine les sous-espaces E réels tels que
D(A^) C E C D(A^) et dim D(A^)/dim E = 1 : ce sont évidem-
ment les sous-espaces introduits dans le théorème, car G^(r) et 1
forment une bjise réelle d'un supplémentaire de D(A^ ) dans
D(A*) (/€D(A^ ) implique lim f(x) =0) . xo

0 ° X->XQ
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Remarques.
Ï ) La théorie précédente s'applique à des opérateurs moins

réguliers que le laplacien, par exemple, dans R 3 , H = A 4- —

(hamiltonien de l'atome d'hydrogène) avec XQ = 0 : il serait alors
intéressant de calculer les valeurs propres des H^ o .

ii) On peut étendre la théorie précédente au cas où Y est une
sous-variété de codimension 2 ou 3 de X, même peut être singulière.

2. Calcul du spectre (X compacte).

On s'intéresse dans ce § uniquement au cas où X est une variété
riemannienne compacte de dimension d = 2 ou 3. Il est clair que
l'injection de D(A^ ) dans L^X) est compacte comme l'est celle
de H^X) dans L^X) : les A- -. sont donc tous à résolvante' o
compacte et à spectre discret s'accumulant vers + °°. On désigne
par \Q = 0 < X^ < • • • < \ < • • • . la suite des valeurs propres
de Aoo (répétées avec leur multiplicité), par (^)^eN une ^ase

orthonormée de L^X) formée de fonctions propres associées aux
(\»)yj€N » e^ P^ ^\ l'espace propre de A^o de valeur propre X .

00 ^û fjc) {D ( v)
Soit, pour X G Spectre (AJ , R(X ; x , y ) = ^ -" ^^/ le

n=o A ~ \i
noyau distribution de (X — A<J~1 (résolvante de A«,), on a le :

LEMME 2. - R(X ; • , JCo) G D(A^ ) ; plus précisément, on a
au voisinage de XQ , R(X ,x , jCç) = G^(r) + F(X ,XQ) + o(l) où
F (^ ̂ o) est une fonction méromorphe en X , ayant des pôles
(simples) aux X E Spectre (A^) tels que E^ contienne une fonc-
tion non nulle en XQ. De plus F^ est strictement décroissante
entre les pôles.

Preuve. - On a AR(X ; • ,Xo) = — ô(Xo) + XR(X ; - ,Xo) ; or
R(X; • ,Xo) = (X - AF^Ô^)) est dans L^X) à cause des théo-
rèmes de Sobolev. L'application X '—> R(X ; • , x ^ ) — R(p. ; • ,XQ)
est méromorphe de C dans H^X) et donc

X»—> R(\,XQ,XQ) - R(^ ;Xo ,^o)

aussi ; ce qui prouve la méromorphie de F. De plus :
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Rés(F(.;^)l^=^)= S I^Oc,,)!2

^o)=-î^.
ÛA n=0 IA — \1

Remarque. - En général F(X;Xo) est un invariant global sur
X difficile à calculer; cependant si X est homogène, F(X;^o) est
indépendante de XQ et on a :

F'(X;^o)=-(vol(X))-1 1 ————T-
M=O (A — \.)

Ce genre de remarque permet par exemple de calculer F pour
X = (S3 ,go). On remarque que dans ce cas lim F(X ;Xo) = + oo.

THEOREME 2. - Le spectre de A^ est composé de :

^L'ensemble des X G Spectre (A^) tels que E^ contienne
une fonction nulle en XQ , avec la multiplicité :
n(\ ; a) = dim E^ - 1 si E^ contient une fonction non nulle en XQ ,
,. , ,. - , ( 0 si F(X;^)^cotgan(\ ;a) = dimE^ + u

( 1 si F(X;^o) = cotga

dans le cas où toutes les fonctions de E^ sont nulles en XQ .
2) L'ensemble des X ̂  Spectre(A<») tels que F(X ;^o) = cotg a :

cela donne lieu à des valeurs propres de multiplicité 1,
^o(a) <^i(a) < • • •

Remarque. - Dans le cas générique où les \ sont de multiplicité
1 et aucune ^ ne s'annule en XQ , on a :

Aio(ûO<Xo = 0<^(a)<Xi <^(a)<...

Mais on peut avoir des situations différentes : si X = (S2 , g ^ ) ,
on a : /io(û0 < 0 < ̂  (a) < 2 < ̂  (a) < 6 < • • • et le spectre
de A^ est composé en outre des k(k + 1) (À: G M) avec la
multiplicité (2k + 1) - 1 = 2k.

Preuve. - Dans le cas où /EH2 (X) est une fonction propre
de A^^, c'est aussi une fonction propre de A^ : on obtient ainsi
toutes les fonctions propres de A^ nulles en XQ .
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Dans le cas contraire, quitte à multiplier la fonction propre par
un scalaire, on doit avoir : (A — X) /= — SÇx^) : on en déduit
que / = R ( X , - , - V o ) et la condition / € D ( A ^ ^ ) s'écrit alors
F(X;^o) == cotga.

Si À G Spectre (AoJ, cela n'est possible que si F(* ,^o) n'a
pas de pôle en X , et l'on retrouve la condition F(X;^o) = cotga.
Mettant toutes ces informations ensemble, on peut énoncer le
théorème 2.

3. Application aux fonctions automorphes.

On désigne par H le demi-plan de Poincaré :
H = {Oc.^eR^X)},

on pose z = x + iy . Soit F un sous-groupe discret de PSL^(R)

opérant sur H par 7 • z = ———r et tel que F\H soit de volumecz + d
dx dyfini pour la mesure ——3— associée à la métrique hyperbolique de

H. On suppose pour simplifier que F\H n'a qu'une seule pointç
associée au sous-groupe Foo = n ^ ) \ n G Z ^ . L'opérateur A
de domaine C^(F\H) est essentiellement autoadjoint sur

96 = L2 (r\H, —y-) , on note A^ sa fermeture : la théorie

spectrale de A^ est bien connue [10],[11] ou [12]. Pour Re (^ )> l ,
on définit les séries d'Eisenstein E ( z , s ) par

E(z^)= S [Imrzr ,
7eroo\r

alors E( • , s) est une solution F-automorphe de
( A - 5 ( l - . ? ) ) E ( . , . î ) = 0 ,

admettant un prolongement méromorphe à C (voir [6] pour une

preuve nouvelle de ce résultat), sans pôles sur Re(^) = -.- et vérifiant

l'équation fonctionnelle E(- , s ) = ^ ( s ) E ( * , 1 — s) où ^ est une
fonction que l'on construit à partir de F : si F = PSL^(Z), on a

^ = ^^o"0 avec ^(5) == TT-5/2 r ( s / 2 ) ̂ (s) où ? est la fonction
ç(2S)
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zêta de Riemann. De plus, si Re(^) = — , \^p(s)\ = 1. Le compor-
tement asymptotique de E quand y <—> 4- oo est donné par
E(z , s ) = y5 + (/?(^l-s + 0(^-2^).

Rappelons alors les résultats principaux de la théorie spectrale
de A^ : pour /GC^(r\H), on pose f(s) = (f\ E ( - , s ) ) . Si
(^)^eN es^ l3 famille orthonormée (non complète) des fonctions
propres (L2) de A^ de valeurs propres \ = 0 < X^ < • • • , on a :

f(z)=^ f^ f ^ + i r ) E ( z ï } 2 + i r ) d r + t </1^>^(^ ) ,

et cette écriture correspond à une décomposition orthogonale
L2 (F\H) = 96 ,̂ © 96^ selon les spectres continus et discrets de A^ :
elle se prolonge en une isométrie de L2 (T\H) sur

dv__
Zi^

L^——)^^)
\j LV

i r*- l^ i ...\i1
et l'on a :

«/«^H.^r /(è+^|''^S,i</i<',>i2.
En particulier la résolvante R(s) = (s(l - s) - A^)~1

(Re(^) > -,- , sf \^ , 1 ) admet un noyau au sens de Schwartz

donné par :

1 ^E^+^E^,"»-1 ^ ,E(z^+^)E(^^-^)dr

î ( l -5)- (^+r 2 )
R(^^o)=^4, — — / i

5(1 - S) -^

^ y ^(^^(^o)
n^O S(l - S) -\

Cette distribution sur X x X, peut en fait se restreindre
X x {Zg} d'après les règles de calculs des fronts d'onde ; on obtient
ainsi une distribution sur X :

R(s, - , Zo ) = (s(l - s) - A.F^Zo)).

Cette distribution est en fait dans L^lAH) car
ô(Zo)<=H^(X)ng'(X), est dans H-^X); d'où l'on tire
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1 . . \ |2
"0 »E ( ^ l + ^

l'estimation j — — ^ ;—- dr < + oo de la norme

E(zo'^~ ir)
I^aO.+oot ,^) de R ( 5 , . , z o ) ( r ) = — — — — — — - — — — — — . On

s(l-s)-^+^)

sait que R ( . î , * , Z o ) se prolonge en une fonction méromorphe sur

C dont les seuls pôles dans Re(s) >— sont les — + ir^ tels que

4 + ^ soit une valeur propre de A,, ; pour Re(s) = — , on a :

^0.2--^)
R(s , • , Zo) (r) = lim -—————————————————— . Pour que

c-0' ( , + 6 ) ( l - , - e ) - ( ^ + r 2 )
R soit dans L2 (et donc R(s, - . z ^ ) aussi si s(l - s ) n'est pas
valeur propre), il est donc nécessaire et suffisant que E ( Z Q , S ) = 0 ;
on peut le voir aussi [4], en montrant que :

R ( 5 , - , z o ) = r^^09^1^ +o<é?~2^)•
D'autre part, on voit facilement comme dans le cas compact

que, au voisinage de ZQ , on a :

J_
R ( 5 , z , Z o ) = — L o g r + F ^ . z ^ ) + o ( l ) ,

27T

où F ( » , Z o ) est une fonction méromorphe sur C n'ayant pas de
pôles en dehors des ^ tels que ^(1 - ̂ ) soit valeur propre de
A^. Les remarques précédentes s'appliquent même si le point
ZQ est un point elliptique, i.e. point fixe d'un sous-groupe cyclique
fini de F : localement les fonctions au voisinage de Zç peuvent
se voir comme des fonctions au voisinage de 0 dans R2 invariantes

27T
par les rotations d'angle — k (fc G Z ; N G N fixé).

N
On obtient ainsi le résultat suivant :

THEOREME 3. — Les valeurs propres de A^ ^ sont données
par les mêmes conditions que dans le théorème 2 en remplaçant
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partout Spectre (A^,) par valeurs propres de A^ et en ajoutant
partout à la condition F ( s , z^) = cotga, la condition simultanée
E ( z ^ s ) = 0.

Et en utilisant la relation E ( j , s ) = cf-^—T . ̂ (s)/^(2s),
on a le :

COROLLAIRE. - Si F = PSL^ (Z), et ZQ = / , les valeurs
propres de A^ y sont les s(\ — s) telles que, ou bien s(\ — s) est
valeur propre de A^ avec une fonction propre nulle en /, ou bien
? K ( ^ ) = 0 et ¥ ( s J ) = cotga.

Donc si ^K^o) = 0 et Re(.s'o) == ~^ , comme F ( S Q , J ) est
réel, SQ(I — s^) est valeur propre de A^ y avec cotgûîo =F(5o , / ) :
et comme F n'est pas constante (car elle a des pôles [4]), il est pro-
bable que OQ dépend du zéro SQ de ^ choisi : chacune des pseudo-
fonctions propres de Hejhal associée à un zéro de ^ sur la droite
critique, est donc fonction propre d'un des opérateurs autoadjoint
^j •

On obtient une autre conséquence inattendue :

THEOREME 4. — Pour presque tout couple (ZQ , a) G (r\H) x (R/Z),
AU z nïa P^ d'autres valeurs propres que les valeurs propres multiples
de ' A^ .

En effet, on choisit ZQ en dehors de la réunion (de mesure
nulle) des zéros des fonctions propres de multiplicité 1 et pour chaque
ZQ on choisit a tel que cotga ̂  F (^ ,Zo) pour tous les zéros (dé-
nombrable) de E(ZQ , s).

En particulier, si X = Xg U X^ où X^ est une pointe hyper-
bolique et XQ compacte avec une métrique générique, A^ n'aura
aucune valeur propre multiple et donc, pour presque tout (a ,Zo) ,
A^ ^ n'aura aucune valeur propre. On obtient ainsi des opérateurs
voisins du laplacien sur une variété hyperbolique d'aire finie, sans
aucune valeur propre : ceci peut être intéressant en relation avec
la conjecture de Rœicke qui affirme que toute variété hyperbolique
r\H d'aire finie admet une infinité de valeurs propres : cette pro-
priété semble très instable, et en tout cas dépendre de la nature arith-
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métique du problème, plutôt que de méthodes d'analyse. Il serait
également intéressant de regarder si le théorème 4 ne donne pas accès
à des informations sur les valeurs propres multiples de A^ .
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