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SUR CERTAINES ALGÈBRES DE LIE
DE DÉRIVATIONS

par Y. FELIX (1), S. HALPERIN (2) et J.-C. THOMAS (3)

1. Introduction.

Fixons une fois pour toutes un corps k de caractéristique zéro. Dans
[5] Quillen introduit deux foncteurs adjoints

LDG ^ CDGC
^

entre la catégorie des algèbres de Lie différentielles graduées (l.d.g)
connexes et la catégorie des coalgèbres différentielles graduées
cocommutatives (c.d.g.c) 1-connexes. Les foncteurs ^ et ^ passent aux
catégories homotopiques associées, où ils deviennent des équivalences.
Pour plus de détails et les applications topologiques voir aussi Baues et
Lemaire [2].

Soit maintenant (A,^) une algèbre différentielle graduée commutative
(a.d.g.c.) augmentée dont la cohomologie H (A) est 1-connexe et de type
fini. Le modèle minimal (au sens de Sullivan) de (A,^) est alors une
a.d.g.c. 1-connexe et de type fini, en dualisant et appliquant le foncteur ^
nous obtenons une l.d.g. (L(A),<9). Dire que ^ et ^ induisent des
équivalences inverses, revient alors à dire que (A,^) et Fa.d.g.c.
^*(L(A),3) duale de ^(L(A),3) ont même modèle minimal.

Le but principal de cette note est de donner une méthode tout à fait
différente de construction, à partir d'une a.d.g.c. augmentée (A,^)
donnée, d'une l.d.g. (L,3) telle que ^*(L,ô) ait même modèle que
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(A,^) • Nous supposons seulement que le modèle minimal de (A,^) est
de type fini.

L'algèbre de Lie (L,5) ne sera ni libre ni (malheureusement) souvent de
type fini. Par contre elle paraîtra comme une algèbre de Lie de dérivations,
très analogue à celle donnée par Sullivan [8], [7], [9] pour représenter la base
de la fibration universelle de fibre donnée.

2. Modèle de Sullivan.

Nous noterons AX l'a.g.c. libre engendrée par un espace gradué X ;

elle est munie d'une deuxième graduation AX = ^ A^X où A^X note le
p^o

sous-espace engendré par les éléments x^A • • • Axp, x, e X. Elle sera, en
particulier, toujours munie de l'augmentation e^x annulant A'^X.

Les espaces gradués supérieurement (resp. inférieurement) seront

identifiés via la convention X^ = X _ p . Si X = ^X^ son espace dual
p

(gradué) sera noté

Hom (X;k) = ̂  Homp(X;k) = ̂  Hom (X^k).
P p

Toute a.d.g.c. (A,^) sera graduée A = ^ A^ avec à^ de degré 1 et
p^o

augmentée, les morphismes conservant les augmentations. Une a.g.d.c. est
connexe si A° = k, et c-connexe si H°(A) = k. Un morphisme
(p : A -> A' d'a.d.g.c. est dit quasi-isomorphisme si (p* : H (A) S H (A')
est un isomorphisme, dans ce cas on écrit (p : A ^ A'.

Soit (B®AX,rf) une a.d.g.c. c-connexe, contenant (B,^) comme sous
a.d.g.c., et augmentée'par £3 ® SAX • Elle sera appelée KS extension de B
si X admet une base homogène et bien ordonnée {Xy} avec
dx^ç B (g) AX<,; une telle base s'appelle KS base. L'a.d.g.c.
(AX,3) = (B®AX) ®B k s'appelle \a fibre de l'extension; si Im 3 c A^X
l'extension est minimale.

Soit maintenant (p : B -> C un morphisme d'a.d.g.c. c-connexes. Il
existe alors [8], [4; Chap. 6] une KS extension minimale B ® AX de B et
un quasi-isomorphisme r| : B ® AX ^ C qui étend (p. On appelle r| le
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modèle minimal de (p. L'extension B (g) AX est unique à isomorphisme
près [8], [4; Chap. 6].

Fixons une a.d.g.c. (B,^) c-connexe. Le KS modèle minimal de
l'inclusion k -+ B est par définition le modèle minimal,
m : (AX.rf) ^ (B,4) de (B,^). Puisque B est c-connexe, AX est
connexe.

D'autre part, les modèles de l'augmentation £3 : B -> k, sont
précisément les KS extensions acycliques de B; parmi celles-ci les
minimales sont toutes isomorphes.

Soit enfin AX 00 B le produit tensoriel des a.d.g.c. AX et B, et

(2.1) W2 : (AX®B(x)AX,D) ̂  (B.rfe)

le modèle minimal de m (x) id : AX (g) B -^ B. Il résulte facilement de
[4;chap.7] que les KS extensions minimales

(B(x)AX,d') = (AX(x)B(x)AX) ®^k
et

(AX(x)AX,0 = (AX0B0AX) S)^

sont acycliques; la première est donc le modèle minimal de £3.

L'acyclicité de AX (g) AX entraîne [4; chap. 2] l'existence d'un
isomorphisme X S X de degré - 1 (noté x^-x) tel que

(2.2) d'x-xeA^(XeX).

De ceci, nous déduisons [4] que la différentielle dans la fibre AX est
nulle, d'où

(2.3) Imd' c: ke rca^AX.

3. ^algèbre de Lie.

Notons Dera(B®AX)p l'espace des dérivations 9 de degré - p dans
l'algèbre B ( x ) A X , telles que 9(B) = 0. Il s'identifie (par restriction à X)
à l 'espace Honip ( X , B ® A X ) . La somme di rec te
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DerB(B®AX) = Z^z DerB(B(g)AX)^, munie du crochet

[9,e'] = ee' - (-i)^9^9^
et de la différentielle 86 = [d',9] est une l.d.g. Z-graduée.

Si £ note l'augmentation dans B (x) AX, une application linéaire de
degré zéro,

œ : DerB(Bg)AX) -^ Hom (X;k)

est définie par œ9(x) = sQ(x). Les éléments de DerB(B(x)AX) conservant
kerca ® AX, il résulte de (2.3) que (ùo8 = 0. Un raisonnement par
récurrence sur une KS base de X montre, alors, à cause de Facyclicité de
B ® AX, que

(3.1) 0 ̂  Im 3 -> Ker ^ "-^ Hom (X;k) -> 0

est une suite exacte courte.

Soit maintenant ( L = ^ Lp,a) la l.d.g. définie par
\ p^o )

^ ^ (DerB(B(g)AX)p, p > 0
p [(kera)o p = 0 .

THÉORÈME. — Si dim X'' < oo (tout p ) il existe un quasi-isomorphisme

(p:(^(L),5)^(AX,rf).

En particulier (L,8) est un « modèle de Quillen » non libre de (B.rfa).

Rappelons d'abord la définition de (^*(L),Ô). Soit (sL)p = Lp_ i ; et
posons

C(L)= ^ C^(L), où C^(L) c Homp+4(®^L;k)
p+q=r

est le sous-espace de fonctions symétriques (au sens gradué). Le produit de
/ G C^ et g € C^4' est défini par :

(fAg)(s6,, .. .,s9^) = ^ g^^, ..., sQ^)g(s6^, .. • sO^^),
r ' r ' 0
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où o parcourt toutes les permutations, et e^ est le signe de la permutation

C/^Oi, .. .,sQp+p) ̂  C/,59^, . . . , 59^,g,59^i), .. .,59^,+^).

La différentielle 5 est la somme 8 1 + 8 2 des dérivations homogènes
de bidegrés (0,1) et (1,0), données par les formules

(8j)(59,,...,59,)
= (- i)1^1 Z (- ir1" +lse-ll/(59„.. .,539,... 59,)

1=1

et

(82/)(s9o,...,s9,)

= (-1)1^1 Z e,,(- ir.'/(5[e,9,],59o • . • 5@,. • . 5@,. . • 59,).
'<y

Ici e^- est le signe de la permutation

(59o, . . . . 59,) ̂  (59,,59,,59o • • • 59, • • . 50, • • • 59,)

et | | note le degré total.

4. Démonstration du théorème.

Soit H\, une base homogène de A^X; puisque X est de type fini
l'ensemble des Wy d'un degré fixé est fini.

La différentielle D dans (2.1) définit des éléments 9^ e L à l'aide de la
formule

(4.1) DQ = 1 ®ri'Q +^w,®9,Q, Q e B ® A X .
v

De la relation D2 = 9, on tire

(4.2) E rfw, ® 9, + ̂  (-1)'̂  ® ô9,
v v

+ E (-1)""^ ® w.. ® ! [e^,ej = o.
V,\l —
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Posons maintenant, si / e C^,

(P/^-l)^ Z /(59^,...,s9^A...AH^.
vi,...,vp

Pour tout / cette somme est finie, et un petit calcul utilisant (4.2)
montre que (p : (J^*(L),8) -» (AX,rf) est un morphisme cTa.d.g.c. Pour
montrer que (p est un quasi isomorphisme, filtrons ^*(L) par les idéaux
^ p * , et AX par les idéaux A^X. Au niveau E^ des suites spectrales
le morphisme (p induit (pi : H(^*(L),ôi) -^ AX.

^ —La formule (3.1) nous donne un isomorphisme œ^ : H(L,3) ̂  X; H(L)
est alors de type fini, et il en résulte que l'inclusion
H(Hom(5L;k),§i) -> H(^*(L),ôi) s'étend en un isomorphisme

a 0 A^^ÇOsL^.ôi) S H(^*(L),ôi).

Un petit calcul utilisant (2.2) et (4.1) identifiant (Asœ^oa"1 et (pi, ce
dernier est un isomorphisme et le théorème résulte alors de la convergence
des suites spectrales.

Remarque. — On fait de AX ® L une algèbre de Lie différentielle Z-
graduée en posant :

(AX(g)L),,=^(AX)^®L,

[cKSQ^W = (^l^^aAa' ® [9,9']
V(o®9) = da ® 9 + (-1)'^ (g) S6.

Cette structure se prolonge de manière évidente au complété

AX®L=^( A X ) ' - P ®4,
q

ce qui nous permet d'interpréter ^ H\, ® 9y comme un élément œ de
v

(AX ® L)_i et l'équation (4.2) équivaut alors à l'équation de Maurer-
Cartan,

Vœ + . [œ,©] = 9.

Comme l'ont remarqué Schlessinger et Stasheff, [7], cette dernière
équation équivaut à Vœ2 = 9 lorsque l'on pose Vœ = V -h ad^ et œ est
une perturbation en leur sens.
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5. ^algèbre de Lie de (B,^).

Dans le modèle minimal (AX,rf) de (B,rfe) écrivons
d = d^ + d^ + • • • , où ai est la dérivation envoyant X dans A'X.
Une algèbre de Lie graduée, ^(B,^) est alors définie par la condition :

(AX,d,)^(^(^(B,dB),0),8).

Il résulte de la démonstration du théorème que :

COROLLAIRE. - 7^(B,4) = H(DerB(B®AX),<9).

6. Algèbres formelles.

Une a.d.g.c. (B,rie) est dite formelle si elle a même modèle que
(H(B),0). Dans ce cas un modèle de Quillen de (B,de) est donné par la
l.d.g. DerH(B)(H(B)(X)AX). Par contre il est bien connu et facile de voir
que Vn^(B,d^) ^ Tor^^kjc) dans le cas formel, et nous retrouvons ainsi
le résultat de Sjôdin [6] ident i f iant Tor^^l^k) à
UH(Der^(H(B)®AX)).

7. Espaces topologiques.

Soit S un CW complexe pointé, 1-connexe, d'homologie rationnelle
de type fini. Le foncteur ApL de Sullivan associe à S une a.d.g.c.
augmentée dont le modèle minimal (AX,d) est de type fini et satisfait à

H(AX) ^ H*(S;Q) et T^(AX) ^ ^(QS) ® Q

en tant qu'algèbres (resp. qu'algèbres de Lie), [l], [2], [3], [4], [8].

La donnée du type d'homotopie rationnelle de S équivaut à la donnée
de la classe d'isomorphie de (AX,rf) ([8], [3]). Notre théorème revient à dire
que le type d'homotopie de S est également déterminé par l'algèbre de Lie
différentielle Der^AXOOAX), et qu'en particulier

T^(S) ^ H(DerAx(AX®AX))

en tant qu'algèbre de Lie graduée.
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