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Probabilités de présence dans un processus
de branchement spatial markovien

Alain ROUAULT

Unité Associée 743, A. D. 4, Mathématique (Bât. 425),
91405 Orsay Cedex

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 23, n° 1, 1987, p. 37-f l. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Pour un processus de Galton-Watson (Zn)nEN sous-critique,
n-1LogP(Zn> 0) et n-l Log EZn ont même limite Log m. Nous avons
étendu ce résultat [8 ] aux processus de branchement spatiaux homogènes au
voisinage d’un point en zone dite sous-critique. Nous étudions ici le cas
markovien dans l’asymptotique naturelle des grandes déviations et mon-
trons que, sous une hypothèse de sous-criticité, on a un résultat similaire
pour la probabilité de présence au « voisinage » de x, le rôle de - Log m étant
joué par l’inf des intégrales d’action de chemins aboutissant en x.

Mots-clés : Spatial branching process, large deviations, action integral, Cramer transform.

ABSTRACT. - For a subcritical Galton-Watson process (Zn)nEN,
Log P(Zn > 0) and n -1 Log EZn have the same limit Log m. We extended

this result [8] to branching random walks in the neighbourhood of a point in
an area called subcritical. Here we study markovian case in the natural
framework of large deviations and show, under a subcritical hypothesis,
a similar result for the presence probability in the neighbourhood of x, with
- Log m replaced by the infimum of action integrals of paths reaching x.
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38 A. ROUAULT

INTRODUCTION

Un processus de Galton-Watson de moyenne m, avec Zo = 1,
vérifie

i) EZn = mn.
S’il est sous critique (m  1) il vérifie de plus :
ii) lim Zn = 0 p. s.

iii) lim - Log P(Zn > 0) > Log m dès que EZ1 Log Z1  oo [5 ].
~ ~

i) et iii) ont comme conséquence immédiate (inégalité de Markov)
1

iv) lim - Log P(Zn > 0) = Log m.
n n

L’évolution d’un processus de branchement spacial homogène Zn sur R
(mesure de comptage sur f~) est décrite dans [2] [3 ]. Si J1 = EZ1 est l’espé-
rance du processus de reproduction on a facilement EZn = J1*n et donc,
si h est la transformée de Cramer de J1 (duale de Legendre de la Log-Laplace

supposée définie partout [1 ] [4 ]), pour tout (a, (5) de f~ x si ~Q
désigne [a, a + 5) ou (a - (5, a suivant le signe de h’(a), on a notamment :

i’ lim 1 Lo EZ n0a - - h a .ï’) lim - Log = - h(a).) 
n n n 

g n( a) ( )

La fonction - h joue le rôle de Log m et si h(a) > 0 on a [2] ]
n’) lim = 0 p. s.

Dans [8 nous avons appelé zone sous-critique la région h > 0 et montré
l’analogue de iii) sous une hypothèse de moment d’ordre 2 pour le nombre
d’enfants par individu. On se propose ici, dans le cas spatial markovien
non homogène de montrer, sous une hypothèse (k Log k) le résultat type iii)
correspondant, conjecturé en [I I J et énoncé en [9]. Le résultat type i),
beaucoup plus simple est traité comme cas particulier en [IO].
On se donne une famille indexée par f~ + (temps, espace) de lois

de probabilité sur espace des mesures ponctuelles finies sur R. L’élé-
ment générique est ayant une espérance notée mesure de

Radon positive sur décrit, à l’échelle 1, la loi des positions des
enfants d’un individu situé en x à l’instant t. Si besoin est, on particulari-
sera supposant qu’il est découplé, c’est-à-dire construit à partir
d’un nombre aléatoire N (de fonction génératrice gt,x) de copies de v. a.
indépendantes tirées suivant une loi Le cas homogène correspond
à pour tout t, x.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



39BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

On construit une famille indexée par 8 tendant vers 0 de processus de

branchement spatiaux. Pour ce faire, on se donne position d’un
ancêtre (individu de la génération 0). Il vit un temps e puis est remplacé
par des enfants dont les positions forment un élément (aléatoire) de ~~
obtenu de la manière suivante : on tire un élément de ~~l suivant 

on lui applique une homothétie de rapport E puis une translation de vec-
teur xo. Les enfants de l’ancêtre forment la première génération et sont
datés de l’instant E, de sorte qu’un tel individu, situé en x, sera à l’instant 2s
remplacé par des enfants dont les positions formeront un élément de ~~
obtenu par tirage suivant £-homothétie et x-translation. On itère

la procédure et on s’intéresse pour tout t à l’élément de formé par les

individus en vie à t donc de génération - .

L’asymptotique est celle des grandes déviations : les reproductions sont
de plus en plus fréquentes (instants et les sauts de plus en plus
petits (rapport 8). L’outil fondamental est l’intégrale d’action ( [1 ] [4 ] [12 ] :
pour les marches aléatoires) définie sur s4 [to, t1]’ ensemble des fonctions
absolument continues de [t 1, t2 ] dans ~ par

où h(t,x,.) est la transformée de Cramer [13] de la mesure 1,x.

Un chemin doit être vu comme la limite (en £) d’une ligne généalogique
constituée par les positions des ancêtres successifs d’un individu. Dans le
cas homogène, pour des raisons de convexité, ces chemins sont rectilignes.
La présence éventuelle de population près de x à l’instant t s’étudie à
partir de l’existence de lignes généalogiques dans des « tubes » autour de
chemins conduisant de xo à x. On montre que si inf 1(0, t, cp) est atteint

~P(~) = xo
= x

pour un cp de classe ~~ vérifiant « grosso-modo » inf h(s, cp(s)) > 0
t

(notion de sous-criticité) alors 1’£-logarithme de la probabilité, partant
de xo de présence près de x à l’instant t est, à la limite minorée par (en fait,
tend vers, grâce à [10 ]) - inf 1(0, t, 03C6).

03C6(t)=x

Ayant besoin de lignes généalogiques, on construit au § 1 un espace
de probabilité sur les arbres spatiaux aléatoires dans l’esprit de [7]. § II sert
à présenter les outils de grandes déviations utilisés par la suite. Au § III

Vol. 23, n° 1-1987.



40 A. ROUAULT

on établit une minoration de probabilité de présence dite exacte (non-
asymptotique). Enfin au § IV on établit les théorèmes limites, d’abord
relativement à un tube, puis avec optimisation.

§1 ARBRES SPATIAUX ALÉATOIRES

Introduction.

Pour l’étude de notre modèle, il nous faut construire un processus de

branchement spatial assez général. Le processus le plus simple, que l’on
peut appeler homogène est obtenu en conjuguant deux phénomènes
aléatoires simples : un processus de Galton-Watson et une marche aléatoire.
Chaque individu d’un Galton-Watson est muni d’une position aléatoire
dans f~ et les variations de position d’une génération à l’autre sont obtenues
par des copies indépendantes d’une même loi. Le processus général consiste
à :

1) se donner les positions des descendants immédiats d’un individu
globalement, c’est-à-dire sous la forme d’une mesure ponctuelle ;

2) imposer un caractère markovien : la loi de cette mesure ponctuelle
ne dépend que de la position de l’individu considéré (et de l’instant) ;

3) garder la propriété de branchement : indépendance des descendances
d’individus différents appartenant à la même génération.
Dans plusieurs études nous avons eu besoin de renseignements précis

sur l’histoire d’un individu, c’est-à-dire les positions de ses différents

ascendants. Un formalisme adéquat est fourni par une extension au cas
markovien des arbres marqués de Neveu [7].

Mesures ponctuelles.

Soit ~lk l’ensemble des mesures de Radon positives sur la

tribu borélienne pour la topologie vague. L’ensemble des mesures

ponctuelles finies (sommes finies de masses de Dirac) appartient à 
et est muni de la tribu trace notée ~‘(~/lk). On note ~~l pour -4i.

Si a désigne un point extérieur et bx la masse de Dirac en x, on définit
facilement une indexation mesurable, c’est-à-dire une application mesu-
rable ~p de x -4Y dans [R u a telle que :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



41BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

et

Autrement dit, à l’extension naturelle près, /1) désigne le k-ième point
de ,u. On notera pour cp(k, ~). Voir par exemple [15 ].

Espace probabilisable des arbres marqués.

L’outil présenté dans ce paragraphe est dû à Neveu [7 ]. Nous en énon-
çons succinctement les grandes lignes, avec de légères modifications de
notations, et l’appliquons à notre modèle.
U désigne l’espace des suites finies u = ji ... jn d’éléments de La

suite vide Ç est dans U. La longueur de u E U se note 1 U 1. Pour tout n E (~,
~ u E U : ~ u ( = n ~ coïncide avec et donc

On note f la fonction de U dans U définie par :

La concaténée de u et v de U se note uv.

Un arbre est par définition un sous-ensemble ci~ de U, vérifiant

* pour tout n ~ n f~ ~ est fini
~* f ’{c,c~) c (~.

Remarquons que ** entraîne Les éléments de cc~ sont ses noeuds,
S~ est l’espace des arbres et pour u E U, ~u = ~ ~ : }. On note ~ la

-~ N

tribu engendrée par les Qu. Pour u E U, on note 4u l’application mesurable
de Qu dans Q définie par :

(On a translaté l’arbre à son noeud u).
L’espace mesurable -47, est l’espace des marques. Un arbre marqué

sera défini par la donnée d’un arbre ~ e Q et d’une marque vu E pour

chaque noeud u E ci~ soit

En fait nous marquons chaque individu avec la mesure ponctuelle repré-
sentant les positions de ses enfants.

Vol. 23, n° 1-1987.



42 A. ROUAULT

Q désigne l’espace des arbres marqués et p : S~ -~ Q la projection cano-

nique. Si u E U, vu est une application de 03A9u = dans 03A9 est

munie de la tribu engendrée par p-1(F) et les applications vu:
(u e U). On note pour tout n, ~n la tribu engendrée par les Q~ tels que
|u| ~ n et par les 03BDu tels que |u|  n.
Q est muni des translations S~u ~ S~ définies par

On a

Si on note v = v~ on a pour tout u de U

si u~U avec 1 U > 1, u = ji ... jn on note

(a(u, w) donne la position de l’individu identifié au noeud u).
L’application a(u) = a(u, . ) de Qu dans Ll~ _ ~ ~ ~ a ~ est S~u n ~~

mesurable.

Dans les mêmes conditions on note

application de Q~ dans ~n, ~~~y mesurable.
Dans le but d’étudier la génération, n > 1, on définit

f est engendrée par les On note ~n la tribu engendrée par
(zo,..., zn)’

Construction de l’espace probabilisé.

Nous probabilisons Q en adaptant la construction de [7 au cas marko-
vien : celle-ci consiste à prendre un espace canonique Q* plus gros et de
structure plus simple. En fait Q* == AU convient mais la structure marko-
vienne exige quelques vérifications.

PROPOSITION 1. - Pour toute famille mesurable ~~,x, (i, x) E I~ x R de
probabilités sur il existe une (unique) famille mesurable Pi,x,
(i, x) E N x [R de probabilités sur (Q, f) telle que pour tout (i, x) de N x f~ :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



43BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

1) la loi de v sous Pi,x est 
2) pour tout u de U on a = â ~ ) = 0
3) pour tout n > 0, conditionnellement à ~~ sur (Q, j~, Pi,x) les v. a.

eu, u E Zn sont indépendantes et de lois respectives où 0’ fonction de U

dans N x [R est définie par

Ceci signifie que pour tout choix des fonctions mesurables positives gu
de Q dans R on a :

Démonstration succincte. Soit 03A9* = MU muni des applications coor-
données 03BD*u de Q* dans M, de la tribu canonique J* et pour tout n >- 1

de ~n engendrée par tous les vû pour 1 u _ n - 1. Pour tout (i, x) on cons-
truit sur (S~*, ~*) une probabilité par prolongement (Kolmogorov) d’un
système projectif, indexé par l’ensemble des arbres finis, muni de la relation
d’ordre naturelle (inclusion), par récurrence sur la hauteur des arbres.
En passant d’une hauteur à la suivante on impose évidemment les pro-
priétés requises. On définit la position a*(u) de u = ji ... jn~U par
a*(u) = = x. L’espace (S~*, ~*) est trop gros car il

introduit des positions cimetières (ou individus fictifs). On transporte
cette structure sur Q grâce à l’application 03C8 de Q* définie par :

On vérifie que est un arbre, que 03C8 est mesurable, que pour tout n
on a ~r-1(~n) ~ ~,* et que eu sur ~-1(S~~). On appelle Pi,x
l’image de P x par 1/1. Les propriétés 1, 2, 3 sont alors des conséquences
de la construction (voir [7] dans le cas homogène).

Conséquences : mesures de comptage.

Pour tout (i, x), Pi,x ne charge que ~r(S~*) sur lequel on définit, (les sommes
vides valant 0 par convention), pour tout n > 1

Vol. 23, n° 1-1987.



44 A. ROUAULT

Par construction (n (resp. Zn) est une application àfn-mesurable de Q dans

f!Ã(A) (resp. ~(~~ln))~ On note g) (resp. g)) ou (n(g)
(resp. Zn(g)) la valeur de (n (resp. Zn) appliquée à la fonction g.

Si n est un entier positif fixé, on note l’ensemble des suites finies de

longueur au plus n de nombres réels, y compris la suite vide. On peut
n

écrire si I~° désigne ( Ç }, On note ( ~ ~ = 0 et si o  k - n
o

et le == k. La concaténation, notée [ , ], se définit de manière

naturelle par :

Si y est une fonction mesurable de f~n dans R, on définit, pour chaque l

vérifiant ( 1 _ n - 1, la fonction YI de dans R par

D’après la définition des opérateurs 0 de translation on a, pour 0  k  n
et 

et compte tenu de la proposition 1, à k, y fixés les variables aléatoires
W E Zn-k sont pour tout (i, xo) de N

pendantes. Pour k = 1 on a

On supposera en fait que pour tout k, x, a une espérance notée Q(k, x, ),
mesure de Radon sur f~, c’est-à-dire que pour toute fonction de 
(continue à support compact), si v est l’élément générique de ~l on a

On précise maintenant les propriétés demandées à Q.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



45BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

§11 NOYAUX ET CRAMER-CHERNOV

Ce paragraphe qui rassemble les propriétés requises par les mesures
de transition - ou noyaux - est directement inspiré de Ventsel [4 ] [12 ],
étendu au cas de masses différentes de 1, en liaison avec l’usage ultérieur
pour les arbres spatiaux aléatoires.

l. Présentation.

Soit Q une fonction de N x ~ x ~(~) dans (~ + dite noyau, vérifiant

a) V(i, A) E N x Q(i, x, A) est mesurable (Borel)
b) x) E (~ x [R A ~ Q(i, x, A) est une mesure finie sur f~, ~(tR).

Q est dit markovien (resp. sous-markovien) si pour tout (i, x) de N 
on a Q(i, x, R) = 1 (resp.  1). Pour tout (k, i, x) de x N  R on

définit sur IRk la mesure Qk(ï, x, ~ ) par la formule ( f E 

REMARQUE 1. - Si Q(i, x, ~ ) est l’espérance de du § I, on déduit de
la proposition 1 et de (1.4)

et par récurrence

On suppose que la fonction 03C8 de N x [R dans R définie par

est finie partout et on note

Pour tout (i, x) on sait ( [1 ] [4 ]) que la fonction ~(i, x, - ) est convexe et
de classe ~°° et on suppose que l’enveloppe convexe du support de Q(i, x, . )

Vol. 23, n° 1-1987.



46 A. ROUAULT

est ce qui implique que sa transformée de Cramer [13 ], H(1, x, . ) définie
par

est finie partout et de classe (en v).

REMARQUE 2. - S’il existe M > 0 tel que

alors e-MQ est un noyau sous-markovien. En effet (2.3) entraîne

Log Q(i, x, 1) = G(i, x, 0) et par dualité G(i, x, 0) = sup - H(i, x, v)  M.

On supposera désormais (2.5) vérifiée. 
"

Pour toute fonction 0 de (~ + x ~, on définit pour (i, x, Fl x I~2

et le nouveau noyau Q8 par :

QO est toujours markovien et sa log-Laplace GO est fournie par la formule :

Sur [RN on définit xi, i = 0,1, ... la suite des applications coordonnées
et pour 0  i  j, on note la tribu engendrée par xi, ..., Pour

l E et i  j on pose :

R7,j est mesurable, on note R7,j sa projection sur R{i,...,j}. Particulari-
sons 0. Soit À E et 0 la fonction de (N x [R) dans [R définie par

(Nous forçons, à l’instant k, le déplacement sous-j acent à avoir la vitesse
moyenne ~.k + i - 
Notons pour l E 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



47BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

Ut (resp. est (resp. mesurable. La dualité relie de manière

simple (2.9) et (2.11) par :

QO étant markovien, on note encore x la chaîne canonique associée. (2.8)
entraîne, avec des notations évidentes,

et donc sous QB ~,~ les 2 suites (0, (U J‘)~ > i) et (0, sont des martin-

gales adaptées à 
Nous allons maintenant introduire une notion de tube généralisé sur

lequel la dérivée de Randon-Nikodym R8 sera presque constante, ce qui
permettra des évaluations de la mesure du tube, grâce à l’inégalité de
Kolmogorov.

2. Évaluations sur les tubes.

Pour i ~ j et (u, v, À) E ((1~,~ )2 x ~~

qui appartient à On note u, z~) la projection de

On montre (par ex. d’après [4 ]) les lemmes suivants :

LEMME 1. - Si pour i  j et )" E U E i~* on pose

et

Vol. 23, n° 1-1987.



48 A. ROUAULT

alors pour tout v > 0 les conditions l E 039303BB(i, j, u, v) et|li - 03BBi| (  u entraînent

où

LEMME 2. - Avec les notations du lemme 1 on pose

où À et 0 sont liés par (2.10).
On a alors

9 III. PROBABILITÉ DE PRÉSENCE.
MINORATION EXACTE ET LEMMES TECHNIQUES

Nous allons établir des résultats comparables aux lemmes 2 et 3 de [8 ]
mais plus complexes dans la mesure où le processus n’est pas homogène
et plus précis dans la mesure où nous avons une formule exacte pour p
(formule 3.6) préparant l’utilisation d’une hypothèse type (k Log k)
(lemme 4).

1. Définitions et notations.

On appelle processus ponctuel sur (l~ découplé, une probabilité ~ sur
N

(M, [8 ] telle que P soit la loi de 03B403BEi où 03B4 est la masse de Dirac,
i= 1

les ~i, i = 1, 2, ... indépendantes et de même loi ,u° et N (à valeurs dans (~)
indépendantes des ~i. a une espérance en même temps que N et pour
toute f de on a :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



49BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

On se donne une famille mesurable (i, x) E N x [R de processus ponc-
tuels découplés. Suivant la proposition 1, on construit alors la famille Pi,x,
(i, x) x f~ correspondante, dite processus de branchement spatial
découplé. On suppose de plus que P a une espérance Q vérifiant les con-
ditions de II.

Fixons (n, i, xo) E N * x [R et définissons T de dans N x [R par

Soit y mesurable à support compact S de (~n 

Si l E ~~ on définit

Si y est une indicatrice, p( cp) est une probabilité de présence. On cherche
en fait à la comparer à l’espérance correspondante (voir introduction).
On définit donc q par :

Comme dans [8 ], une autre fonction utile, r, est définie par :

Si pour tout k tel que 1  k  n, 1Cl,k désigne dans I~n la projection sur
les k premières coordonnées, alors p, q, r ont des supports inclus dans

Pour le lemme suivant, qui permet une première minoration, on note

et pour tout (k, x, s) E ~l x ~ x [o, 1 ]

Vol. 23, n° 1-1987.



50 A. ROUAULT

2. Lemme fondamental.

1) Pour tout 1 de tel que III _ n - 1 on a

2) Si pour k _ n - 1 on note

et si f3 vérifie

alors on a

Démonstration. L’idée consiste à conditionner par rapport à la pre-
mière génération. l est fixé dans la démonstration. D’après (1.3) on a :

et d’après la proposition 1

et d’après l’indépendance conditionnelle

d’où

En déconditionnant on obtient

1) a) découle alors de l’identité classique g(s) = 1 - en( 1 - s) + p(s)(1 - s)
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



51BRANCHEMENTS SPATIAUX MARKOVIENS SOUS-CRITIQUES

(l’usage de p remplace celui de l’inégalité de Bonferonni [8 ] nécessitant
des moments d’ordre 2, voir aussi plus bas le lemme 4).

k 
k

Pour 1) b) l’inégalité évidente P(Ci) jointe à (3.11)
donne : i =1 1 / ~2014J

puis

et en déconditionnant

Pour montrer le 2) on remarque d’abord que l’inégalité de Markov
donne

d’où

et pour == ~ 2014 1 on a r(l) = Q(i(l), yl) = q(Q).
D’après a) et b), à 1 fixé la décroissance de entraîne

Cette relation (évidente hors de S) entraîne pour 0  k  n - 1

Dans ce ca s si on note a - k inf p(l) q(l) on a , p our k _  n - 2 et lES n Rk

c’est-à-dire

L’égalité q = r- sur entraîne ~ ‘J ~3 ce qui termine la

preuve..
Rappelons que notre but est de minorer > 0) où par

définition

Vol. 23, n° 1-1987.



52 A. ROUAULT

Posons xo, x, n, étant fixés,

Dans ces conditions on a

Pour poursuivre l’étude, vu la proposition précédente il nous faut

1) minorer - ce qui est possible grâce au lemme 2

2) pour tout k minorer ~k et par conséquent

a) majorer q(n pour [ 1 = k

b) comparer à un p fixe.

Les 2 lemmes suivants donnent une réponse à a) et b).

3. Lemmes techniques.

LEMME 3. - Avec les notations de II, III 1, 2 et en particulier (3.19),
sous l’hypothèse

la condition 0(0, 2u)  1 entraîne pour tout k tel que 0 _ k  n et tout 1

de I~k

ou on a noté pour 0 j  11

Démonstration. - Si l ~ = k et si À’ est définie par

alors on a

et donc d’après le lemme 2

etcomme |03BB’i-03BBi|( -03BB’i=03BBi+1 - 03BBi pour tout k~1~n on
a facilement, dès que ~{o, 2u) est inférieur ou égal à 1 :

puis (3.20) permet de conclure. /
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La condition (3 . 20) se réfère à une « sous-criticité » ( [8 ]).

LEMME 4. - Pour tout (A, ~) E ((~* )2, il existe so E [0, 1 [ et p fonction

décroissante de [so, 1 dans [0, p( o) ] vérifiant ds  oo, telle que

pour toute variable aléatoire N à valeurs dans N, la condition

entraîne

où, comme d’habitude j

+ w

Démonstration. - p s’écrit aussi p(s) = i P(N > n)(1 - sn) ce qui donne
pour tout no de Fl : ~=o

ou encore

Pour optimiser en no, on pose B = (Log 2) -1- a( I - s) et sur R+ x [ 1, + oo )
ç) = 8~ + (Log ~) -1- a. Le minimum de f (8, ~ ) est atteint en un point

la(0). On vérifie alors que le choix so = 1 - 2 (Log 2)’~ "~ ) , ,
p(s) = Af(no(8), 0) où 8 = (Log 2)-’ -’(1 - ~) et no(8) = 2 V [~0(8) ~ con-
vient.

§ IV . PROBABILITÉS DE PRÉSENCE.
RÉSULTATS ASYMPTOTIQUES

On va se donner des hypothèses sur le processus ponctuel de base,
construire la famille indexée par le paramètre d’échelle B puis démontrer
les 2 théorèmes limites.

Soit (t, x) E ~ + X [R, une famille mesurable de probabilités sur

telle que pour tout (t, x), ait une espérance notée Si v

est l’élément générique de ~~, on note N = v(1).
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1 . Hypothèses.

a) Hypothèses sur la famille (t, x) E x R.

Elles sont voisines de certaines de celles de Ventsel [ I? ] [4 ]

HO) ‘d(t, x, 8, v) E ~+ x ~3 L(t, x, (~) = Log et

sont finies.

Hl) Il existe M > 0 tel que inf h(t, x, v) > - M.
t,x,v

H2) h est de classe ~ 1 en t, x, vérifie H0, Hl et il existe C mesurable
de (~ + dans R + , localement bornée, telle que pour tout (t, x, v) de (~ + x f~2

on ait

H3) Pour tout T > 0, il existe hi 1 croissante de + dans ~ + telle que

H4) Il existe h2 décroissante de ~+ dans ~* telle que

b) Hypothèses sur la loi de N.

H5) Pour tout compact K de R+ x il existe ci , c2 et 03B4 dans R+*
tels que

2. Construction de la famille de processus

(modèle avec paramètre d’échelle).

Nous allons modéliser maintenant l’idée de reproductions de plus en
plus fréquentes avec sauts de plus en plus petits.
Pour tout (8, x) e I~~ x (~ soit l’application de ~((~) dans lui-même

définie par = f(x + Ez). Elle induit sur ~~ une application, notée
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encore St:,x définie par = Pour tout i de ~J soit ~t x, l’image
de par St:,x’ Pour tout ~, la proposition 1 permet, à partir des ~t x
de construire une famille Pi x, (i, x) E N x [R de lois sur (Q, j~).

3. Probabilité de présence.
Minoration asymptotique relative à un chemin.

Le théorème suivant relie la probabilité de présence près de x à l’inté-
grale d’action de ~p, chemin conduisant à x.

THÉORÈME 1. - Si pour tout B le processus de branchement spatial cons-
truit en § IV, 2 est découplé et vérifie HO), ..., H5) alors pour tout (t, xo, x 1)
de R+ x [R2 et 03C6 de L1([0, t ], R) tel que 03C6(0) = xo, = xi, il existe 7

positif tel que l’inégalité

entraîne

Démonstration. 2014 t, x0, x1 et p sont fixés. Comme il a été remarqué

avant le lemme 3, si on note 03BBs = pour 0~s~n=[t ~ety==l 
pour ~ à choisir plus tard on a : 

[;

Pour utiliser les lemmes précédents nous avons besoin de quelques
évaluations.

a) Évaluations relatives au II :
On vérifie facilement que a une espérance notée £Q(k, x, ~ ) telle que

ce qui entraîne, pour les quantités définies en II, si (k, x, e, a) E N x R3
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si on note B = 2 exp (2C{t)) l’hypothèse H2) permet d’écrire :

et pour tout (k, ç) de N x R, d’après

et donc grâce à H3) désigne la norme uniforme de la dérivée de 03C6
sur [0, t ]

a2
Pour le calcul de D~ et D 2 il faut maj orer 2 (£~(k, ~, 8)) uniformémentoe

en (k, ç) pour 8 = 8(k, ç) ou encore, grâce aux calculs de dualité habituels,

majorer 22 kE, 1 - 03BBk))

- 

. . H6) fournit le majorant

~2h2(~03C6~)-1 et dans ces conditions on a :

ou

Pour k  n, l’inégalité de Jensen et H2) donnent, si (1  1

~I 1 (k, n - k, ~,) _ ( 1 + BE( 1 c~ Il ( ))I(kE, t, ~p) + B( 1 Il )(M + 1 )t~. (4 . 8)

La minoration de = devient, grâce au lemme 2:

Il est temps de choisir

ce qui permet d’obtenir

n- 1

D’aprés le lemme fondamental, il nous reste â minorer V ~3).
k=0
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n- 1

b) Évaluations relatives au III. Minoration de V (~).
k=0

L’hypothèse (*) correspond à (3.20) et avec les choix précédents, 
tend vers 0 avec E et de plus on a

ce qui permet de conclure que dn tend vers 0 quand E tend vers 0.
Ici 03C4(03C6) = (0, xo) et si on pose A = [xo - 1,xo + + 1 ]

on a S c An et donc e [0, ..., n ] x A si lES. Si K désigne le compact
[0~] ] x A on a donc, d’après H5) et Hl)

Le lemme nous fournit un couple so, p tel que

On peut toujours augmenter so pour que 03C1(s0) soit inférieur à D’après
ce qui a été vu plus haut, il existe Eo tel que 

On pose alors

ce qui entraîne pour 0  k  n - jn

et par suite

L’inégalité Log ( 1- x) >_ - 2x Log 2 valable pour 0 - x -1 /2 donne alors
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La définition des dnj et la décroissance de p permet de majorer la dernière

somme par - 2 + CI 1 So 1 - s ds, constante ne dépendant que de Ci 1 et c 2.

On peut désormais conclure en juxtaposant (4.2), (3.10), (4.9), {4.16) et

en remarquant que jn - 1, qui est majoré par 1 {b - Log c 1 ( 1 - 
vérifie lim 1) = 0, par la formule 

a

Remarque. - On ne peut pas en général remplacer ô par 0 dans H5)
mais si le processus est homogène = p pour tout t, x) on a

1 p(s)d s  EN(l + Log N) et la conclusion reste vraie en remplaçant
o 1-s

03B4 par 0.
4. Probabilité de présence. Minoration définitive.

On voudrait naturellement optimiser en cp le théorème précédent, mais

o- = 2JtD2 dépend de Nous allons montrer qu’avec deux hypothèses
supplémentaires sur h, ~p) est atteint. L’une, H6) (dite condition de
croissance) vise, par la compacité des ensembles de niveaux de 1 à montrer
que l’inf est atteint dans la classe des chemins absolument continus (s~ [0, t ]),
l’autre, H7) assure la régularité (au moins ~1) des trajectoires optimales.
H6) Il existe h de R+ dans [? vérifiant

lim + o~ et V(t, x, v) E IF~ + x f~2 h(  h(t, x, v).- -

Elle est équivalente à

On montre facilement que h peut être choisir convexe croissante. H6)
entraîne Hl) donc l’existence de M.
H7) Il existe C, comme dans H2) vérifiant

On rappelle que A est l’ensemble des fonctions absolument continues
et 1 l’intégrale d’action.
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PROPOSITION 2. - Sous HO), H2), H6), H7) pour tous 0  to  ti et

xo, x ~ 1 de [R, infini, t2, cp) pris sur les cp ] telles que
= xo, = xi 1 est atteint pour une ~p de classe ~ 1. .

Ce problème, bien connu, est traité dans de nombreux ouvrages, mais
comme les différentes preuves font appel à des hypothèses différentes
qui se recoupent sans se recouvrir, on rappellera ici comment nos hypo-
thèses, qui sont loin d’être minimales, permettent d’aboutir (H6)) à l’exis-
tence et (H2) + H7)) à la régularité de chemins optimaux.

Démonstration. - On omettra parfois to et tl (fixés) dans I(to, tl, ).
On peut toujours supposer h > 0 quitte à remplacer h par h + M. Comme
1 est positive sur j~, l’inf existe. Si ~pn est minimisante, il existe c > 0 et no
tels que  c pour n > no. D’après H6) ceci entraîne l’équi-intégrabilité
de la suite (Pn et donc sa faible relative compacité dans L1. On extrait une
sous-suite, notée encore (Pn convergeant faiblement vers u. La fonction 03C6,

définie sur [to, tl ] par est dans et est limite

simple de D’après un résultat classique ( [14 ], p. 243) pour tout (t, x)
le convexité de h(t, x, ’), jointe à H6) entraîne

et donc ~p réalise l’inf.

La régularité-se prouve avec les équations d’Euler. Si ~ est l’en-

semble des telles que 03C8 E Loo et == == 0, alors pour

t/J, À)Ed  R on peut écrire

où

vérifie

et d’après H2) + H7) il existe B ;> () et r > 0 tels que sur ]

Ce majorant étant intégrable (03C8 et 03C8 sont bornés), le théorème de Lebesgue
permet de dire que si cp réalise l’inf alors pour tout ~ de _~ on a :
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ou encore, en intégrant par parties

On en déduit qu’il existe a réel tel que (Euler sous forme intégrale)

si on pose

Grâce à la dualité, la formule précédente s’inverse en

(si les h n’étaient pas des transformées de Cramer, il faudrait supposer la
stricte convexité de h en v).

(p est continue et p aussi par construction donc ~p coïncide p. p. avec
une fonction continue. Donc cp est de classe ~ (et de plus vérifie les équa-
tions d’Euler :

Tout ce qui précède nous a permis en fait de démontrer le théorème suivant.
On note I(to, ti, xo, xi) = inf I(to, ti, ~p) pris sur l’ensemble des ~p E si [to, ti ]
tels que = xo, = Xi.

THÉORÈME 2. - Si le processus de branchement spatial construit en IV. 2
est découplé et vérifie HO) ... H7) alors pour tout de IR+ x 1R2
tel qu’un des chemins de classe ~1 atteignant 1 vérifie (*), alors il existe
or > 0 tel que .
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