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CONSTRUCTION GEOMETRIQUE,ectc. 133

PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Essai sur une mantére de représenter les quantites
z'magz'izaz'res , dans les constructions Scomeélriques;
Par M. ArcAND.

[ Vo Vo O, Vo ¥ o S ¥

AuU BEDACTEUR DES ANNALES,

MONSIEUR ,

LE mémoire de M. J. F. F{angais qui a paru i la page 61 du 4
volume des Annales , a pour objet d’exposcr quelques nouveaux
principes de géométrie de position, dont les conséquences tendent
particuliérement & modifier les notions admises jusqu’ici sur la nature
des quantités imaginaires.

En terminant son mémoire, M. Frangais annonce qu’il a trouvé
le fond de ces nouvelles idées dans une lettre de M. Legendre qui
en parlait comme d’une chose qui lui avait été communiquée , ct
il témoigne le désir que le premier auteur dec ces idées mette au
jour son travail sur ce sujet. Il y a tout lieu de croire que le
veeu de M. Francais est depuis long-temps rempli. J’ai publié en 1806,
un opuscule sous le titre d’'Essai sur une maniére de représenter
les quantités imaginaires , dans les construciions géoméiriques
dont les principes sont entiérement analogues a ceux de M. Francais,
ainsi que vous pourrez en juger par l'exemplaire que j’ai 'honncur
de vous adresser (*). M. Legendre a eu, dans le temps, la bonté
d’examiner mon manuscrit et de me donner ses avis , et ce doit
étre 14, si je ne m’abuse , la source de la communication dont

parle M. Francais.

(") L’ouvrage se trouve a Paris, chez lautewr, faubourg St-Marceau , ruc du

chemin de Gentilly , n.e 12
J. D. G.

Tom. IV , n® ¥V, 1.°% novembre 1813, 18
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L’éerit dont il s’agit n'ayant été répandu qu’a trés-petit nombre ,
il est extrémement probable qu’aucun de vos lecteurs n'en a con-
naissance ; et je crois pouvoir prendre cette occasion de leur en pré-
senter un extrait , présumant que cette matitre pourra les intéresser , au
moins par sa nouveaulé ; ct faire naitre chez quelques-uns d’entre
eux des rétlexions propres a perfectionner et & étendre une théorie
dont mon ouvrage ne présentc encore que les premitres bases.

1. Si nous considérons la suite des grandeurs

Q, 20 5,30 5 4@ ye0aein
‘nous pouvons concevoir chacun de ses termes comme naissant de
celui qui le précede , en verta d’une opération la méme pour tous,
et qui peut éire répétée indéfiniment.

Dans la suite inverse )

eeveenda , 3@, 2¢ a4, 0,
on peut également concevoir chaque terme comme provenant du
précédent ; mais la suite ne peut étre prolongée au-dela de zéro,
gu’autant qu’il sera possible d'opérer sur ce dernier terme comme
sur les précédens.

Or, si a désigne, par exemple, un objet matériel , comme un
Jranc , un gramme , les termes qui, dans la seconde suite , devraient
suivre zéro , ne peuvent rien représenter de réel. On doit donc les
qualifier d’7maginaires.

Si @ , au econtraire , désigne un certain degré de pesanteur ,
agissant sur le bassin A d'une balance contenant des poids dans ses
deux bassins ; comme il est possible de diminuer @ , soit en enlevant
des poids au bassin A, soit en en ajoutant au bassin B, la suite
en question pourra étre prolongée au-dela de zéro;et —a, —2a,
—3a ,.... seront des quantités aussi réelles que 42 , 424, +3a,....

Cette distinction des grandeurs en réelles et imaginaires est plutét
physique qu’analitique ; elle n'est pas d’ailleurs tout & fait insolite
dans le langage de la science. Le nom de foyer imaginaire est
usité en optique , pour désigner le point de concours des rayons qui,
analitiquement parlant , sont négatifs.
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2. Lorsque nous comparons entre elles, sous le point de vue appclé
rapport géométrique , deux quantitds d’un genre susceptible de four-
nir des valeurs négatives , 'idée de ce rapport est évidemment com-~
plexe. Elle se compose 1.° de I'idée du rapport numdrique , dépendant
de leurs grandeurs respectives, considerées absolument; 2.° de 'idée
du rapport des directions ou sens auxquels elles apparticnnent :
rapport qui, dans ce cas-ci, ne peut éire que U'idensizé ou loppo-
sition. Ainsi , quand nous disons que —a@:—b:: —ma:4mb,
nous énongons , non seulement que @ :4:: ma : mb , mais nous aflir-
mons de plus que la direction de la quantité -z est, relativement
a la direction de la quantité —& , ce que la direction de —ma est
rclativement & la direction de ~}mb ; et nous pouvons méme ex-
primer cette derniére conception d'une maniére absolue , en éerivant

(A) e RS P S

3. Soit proposé maintenant de déterminer la moyenne proportionnelle
entre 1 et —1, c’est-a-dire, d’'assigner la quantité & qui satisfait
a la proportion

=1t x X —1,
On ne pourra égaler x A aucun nombre positif ou ndgatif, d’oz
il semble qu’on doit conclure que la quantité cherchée est imaginaire.

Mais , puisque nous avons trouvé plus haut que les quantités néga—
tives, qui paraissaientd’abord ne pouvoir exister que dans I'imagination,
acquiérent unc existence réelle , lorsque nous combinons l'idée de
la grandeur absolue avec eelle de la direction ; analogie doit nous
porter a chercher si on ne pourrait pas obtenir un résultat ana-
logue , relativement & la quantité proposée.

Or, s’il existe une direction &, telle que la direction positive
soit & d ce que celle-ci est & la direction négative, en désignant
par 1, lunité prise dans la direction &, la proportion

B) r1cagia,i—1,
présentera 1.° une proporlion purement numérique T:1::x:1, 2.°
une proportion ou similitude de rapports de dircction , analogue &
eelle de la proportion (A); et, puisqu’on admet la vérité de cctte
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derniére, on ne saurait se refuser A reconnaitre également la légi~
timit¢ de la proportion (B

4. Nous allons encore établir ici une distinction physique entre
les quantités réelles et imaginaires, Que l'unité dont il sagit soit,
comme plus haut, un certain degré de pesanteur, agissant sur un
des bras d’une balance. Nous avons trouvé que ce genrc de gran-
deur peut réellement étre positif ou négatif ; mais on ne saurait aller
plus loin; et on ne peut, en aucune maniére , concevoir un genre
de poids tel que 1, représente quelque chose de réel. Donc, dans
ce cas, 1, est une quantité imaginaire.

Prenons maintenant pour unité positive une ligne KA ( fig. 1),
considérée comme ayant sa direction de K & A. Suivant les notions
universellement regues, Punité négative sera KI, égale & KA, mais
prise dans un sens opposé.

Tirons KE, perpendiculaire a IKA ; nous aurons la relation snivante :

L.a direction de KA est, a la direction de KE , comme celle-ci est a
la direction de KI.

La condition nécessaire pour réaliser Ja proportion (B) se trouvera
donc complitement satisfaite , en prenant pour 4 la direction de KE;
et on aura 1,=KE: quantité tout aussi réelle que KA et KL On
voit aussi que la méme condition est également remplie par KN,
opposée & KE : ces deux derniéres quantités étant entre elles ::~4-x: —1,
ainsi que cela doit étre.

De méme qu'on a assigné une moyenne proportionnelle réelle
KE entre -1 et —1, ou entre KA et KI, on pourra construire
les moyennes KC, KG,....., entre KA et KE, KE et KI,.....

De la, et par une suite de raionnemens que nous supprimons,
on arrivera a celte conséquence générale que, si (lig. =

Ang AKB=Ang A'K'B/ ,
on a, abstraction faite des grandcurs absolues,

KA:KB:: KA/ KRB
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Ceest 14 le principe fondamental de la théorie dont nous avons
essayé de poser les premieres bases, dans I'éerit dont nous donnons
ici un extrait. Ce.principe n'a rien au fond de plus étrange que
celui sur lequel est fondée la conception du rapport géométrique
entre deux lignes de signes différens, et il n’en est proprement
qu’une gcénéralisation.

5. Comme , dans ce qui suivra, nous aurions A répéter fréquem-
ment la phrase : /ignes considérées comme tirées dans une certaine
direction , nous emploirons 'expression abrégée : lignes en direction
ou /lignes dirigées ; et nous dénoterons par AB la ligne AB, dirigée
de A en B, et par AB, simplement, cctte méme ligne , considérée
dans sa grandeur absolue. Nous préférons le mot de direction &
celui de posizion , parce que le premier indique , entre les deux
extrémités de la ligne , une différence , essentielle dans notre thécrie ,
que ne marque pas le dernier, Nous pourrons réserver celui-ci pour
désigner collectivement deux directions opposées , et mnous dirons

‘que AB el BA ont la méme position.

6. Nous allons maintenant examiner comment les lignes dirigées
se combinent entre elles par addition et multiplication , et en cons-

truire les sommes et les produits.

La multiplication ne présente aucune difficulté. Un produit AXB
n’étant autre chose que le quatriéme terme de la proportion 1: 4:: B: x,
il ne s’agit que d’appliquer aux lignes données le principc dun.° 4.

Quant & laddition , la régle que nous allons donner peut se dé-
montrer facilement par les théorémes qui donnent les sinus et cosinus
de la somme de deux arcs; mais il semble qu’il serait plus élégant
de la tirer, @ priori, des principes de la chose. En raisonnant par
analogie , on peut remarquer que , lorsqu’il s’agit d’ajouter dcux
lignes , positives ou négatives @, &, on a pour régle générale quels
que soient les signes, de tirer d’abord AB== l'une des lignes, «
par exemple; de prendre le point darrivée B de cette ligne pour
point de départ de la ligne b, de tirer ensuitc BC=24, et la ligne
AC, dont les points de départ et d’arrivée A, C sont respective=
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ment le point de départ de la premitre ligne @ et le point d’arrivée
de la seconde ligne &, sera =a--b.

Généralisons ce principe et nous conclurons que A, B, C,....F,
G, H, étant des points quelconques, on a

o T —

AB4+BCA4C...drde F+FG+OH=AH .
7. On peut décomposer une ligne en direction donnée XP ( fig. 3)
en deux parties appartenant & des positions données KA et KB.

1l suffit, pour cela, de tirer, sur KB, KA, les lignes PM , PN,
paralleles 2 KA, KB; et on aura

KP=KM+4MP=KN--NP ;
mais , comme on a

KM=NP et KN=MP ,
et comme d’ailleurs il n’y a que ces deux manidres d’opérer la décom-
position proposée , il faut en conclure, en général, que si, ayant
A4-B=A-+B ,

A, A’ ont la méme direction 2, et B, B/ la méme direction 2,
@ et b n’appartenant pas A la méme position, on doit avoir aussi
K:K.; et ﬁ‘zﬁ./

Cette partition a fre’quemmeni lieu , lorsque I'une des positions
est celle de +1 et l'autre la position perpendiculaire; ce qui revient
a la séparation du réel et de I'imaginaire.

8. Passons aux applications , et établissons d’abord quelques con-
séquences dont I'emploi est le plus fréquent.

Soient ( fig. 4) AB, BC,....EN, AB/, B/C/,.... EZN/, des
arcs égaux , au nombre de 2, de chaque c6té du point A ; KA étant
prise pour unité ; et soit KB==z ; on aura

KA=1 , KB=uz , R'('f::m , KD=#3,.......KN=u"

= — b 4 fogmped I
,KD/:'_: gloooI\N/z""‘,‘
7 u"

Ka=1 5 Kb/= - , KC/=

u

Siwe
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KA KB KG KD KN .
==, ===, Tt == e =m =Et
hAa )N N0 KD/ KN

Et, si 'on prend, sur les rayons correspondans , Ke’=XKsz, Ky'=Ky,
s/=Ky,.... les longueurs Kg, Ky, Ky, ..., étant & yolonté, on

aura encore

Ke Ky K5
— =y = =put, — =ub
INCS Y N7 ?

Si sur des rayons KA , KM , KN,...., pris pour bases, on
construit des figures semblables, ct que @, m, n,..... solent des

lignes homologues de ces [igures, on aura
(C) m=axKM , n=axKN ,
9. Sotent ( fig. 5 ) Arc. AB=CD=a, ArcAC=% ; on aura
(5,6,7)
Cos.(a+b)+1/ =1 Sin(a4-0)=K y+3sD=KD=KB < KC
— (K,e +ﬁ'8) ><(K»,+yb): (Cos.a~+y/—=1Sin.a)(Cos.b+y/ =18in.})
={Co5.4Cos.6—Sin.aSin.b)=+/ —1{Sin.aCos.b+Cos.aSin &) ;.

donc , en séparant,

Cos.(a+5) =Cos.aCos.5—Sin.aSin.5 ,
Sin.(a+bj=8in aCos.b~4Cos.aSinb .
-—ph
Soient (fig. 6) AC=a , AB=4 , BD=;BC= a2 3 prenons
AE=BD et tirons KD et BC se coupant en & ; nous aurons
(Cos.a~—Cos.b)+1/ —i(Sin.a—S8in.b) =(Cos.a+y/—1Sin.a)
— (Cos.b+/ =iSinb)= (Ky—+»C)—(Ks+2B)=KC—KB
:E%—EK:B—C:::JC: (n°8.C) 2sE‘><KD‘
-—b b b
2:E X (Ko+3D) =2¢/ —1Sin. a—-«(Cos ot —+/=3Sin, ot )
a-}-b

a—1b at-b —3;
1 + + ‘/-——1 in, "“_COS

=-—2Sin.——-—- Slﬂ H
2
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Donc, en séparant,

. e=b_.  a-}b
Cos.a—Cos.5=—28in, — Sin. ,
2 2

Sin.g~—S8in.6 =4-28in. ‘-I—Z—b Cos. o+ .

2

Soient (fig. 7) AB, BC,....EN, des arcs égaux , au nombre
de 7 ; et faisons AB=«a. Nous aurons

‘Cos.na—y/ ZiSin.na=Cos. AN 4/ =7Sin. AN = KN =
KN=KB"=Kg+2B,"=(Cos.a-/ =iSin.a)™.
On aura encore

* Cos.a-+y/=1Sin.a =Ke+eB=KkB :R—l\_‘fllz(@—}—@ﬁ

1 1 - I 1 I ~
1 YN N ) | v] — e ]y - -2 VN

4= = |+ _n :1\-1.. +n_n n = |+
" K 1.2 Ky 1.2.3 Ky

— — I I .
> 1 \/—i1Sin.na = e —1  (—D)Sin.2ne
=(Cos.na){ 1=} — . + T
(C ) ! n Cos.na L Cos.na

I.2

Faisant za=ux et ensuite 2= o, on obtient, par les termes affectds
de =7,
z=Tang.zr—2 Tang.lz-2 Tangiz—......

Soit I'are AN ( fig. 7 ) divisé en » parties égales. Les rayons XA,
KB, XC,.... forment une progression géométrique, et les arcs cor-
respondans , ou certains mulliples de ces ares , peuvent étre pris
pour les logarithmes de ces rayons.

Posons Log KN=mAN=mnAB , m étant lc module indéterminé,
Si Von fait = oo , 'arc AB pourra éwre considéré comme une
droite perpendiculaire sur KA ; on aura donc AB=y/=; AB; ou
AB=—/ = AB ainsi

Log KN=mnAB=—mn V:x AB ::n!m V' —1(AK+KB)=
—mny/ —1(—1~+KN#),
Faisant KN=1-+ , il vient
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Log.(1--2)=—mny/ Ti[—1-H(1a)s | =—mny (i1t — 3= = z34,.)

—_— x2 x3
_—mV_;(x—-?+—§-~....)

ou encore , parce que m est indéterminé
X2 x3 xk
Log.(l-l—x)::m(x—- — + ? —_—— +.n.) o
2 4

Divisons les deux arcs égaux AN, AN/ ( fig. 8 ) en n parties
égales ; tirons la double tangente nn/ et les sécantes K&, Ke,...,
nous aurons (8)

e es ey m—
Kn' ’

" KATKy Ko
denc les arcs correspondans , ou certains multiples de ces arcs peuvent
encore &tre pris pour les logarithmes de ces mémes quantitéds , savoir :

m. AN:Log.EZ .
Kn/

Soit AN=z; on a
Kn _ KA-4-An I+\/:TTang.x
ma=Log. 75 =Log- e == =Log T P rea

Soit encore (fig. g ) I'are AN=22 divisé en un nombre infini

AN

de parties égales , dont AB soit la premiére, prenons AP=— =g , et
2

tirons AN, KP et P¢; nous aurons
:uz\/: :zAN‘/:-;zzn . AB\/:=272 . —A—Bzzn('f—&_ﬁ-l—lzﬁ)
=2n(—14KN1)= 2] = 14-(KA+-AN)i] =2n [—14(1-AN]

1 I

o —_— . — T —— — N’ _L‘f
=2n(—1+x+i—AN+ non ANI+.--)=2(AN—‘;‘\2—D‘ +é§ —.) 5 (D)
1.2

mais (8), AN=2pN=120P <xKP= 20P(Ko+¢P)
=2y/—Sin.a(Cos.a--y/ =1Sin.a) ;
Tom. 1V. 19
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d’ou KN‘=-—(281n.a)z(Cos.2a+\/:ISi;n,2g) ,

—3

AN =—1/ =1(28in.2)*(Cos.3a~+y/ —1Sin.3a) ,

e« & 8 & & 4 o+ & o 9 8 s & s * s & 9 & s 8 o

En substituant ces valeurs dans la série (D) et séparant, il vient

25in.a T (2Sina@)? (2Sin.a)3
20=-} Cos.g+4 —— Sin.2a— — 08.3@—.e.ene
1 2
2Sin.a ., (2Sin.a)? (2Sin.a)3 _,
o=— Sin.g-} ———Cos.2a4 3 Sin.dg—......
1 2

9. Nous bornerons ici ces applications. On peut, ainsi que nous
Pavons fait dans notre Essas, obtenir, d'une maniére analogue, les
principaux théor¢mes de la trigonométrie , comme les de’velgppemens
de Sin.na, Cos.na, (Sina)*, (Cos.a)®, les sommes de séries Sin.g
=+-8in.(¢45)4-Sin.(a~+20)+-..., Cos.a~+ Cos.(a~+b)+Cos.(e420)+..,
ct la décomposition de x*"—22Cos.;na-+-1 en facteurs du second

degré.

Comme application & Vlalgtbre , nous démontrerons que tout
pelyndme
2" ax" " b - fa g,
est décpmposable en facteurs du premier degré ou, ce qui revient
au méme , quon peut toujours trouver une quantité qui , prise
. pour x , rende égal A zéro le polynéme proposé que nous dési-
gnerons par y. Les lettres @, &,....f, g n’étant point d’ailleurs
restreintes ici 4 n’exprimer que des nombres réels.

Soient yp, ¥p4pu les valeurs de g résultant des suppositions 2=p,
x=p+; p et i étant des nombres -pris a volonté et p désignant
un rayon en direction ; on aura

yp=p"tap" 4-bp" St
Yoap= (ptei) alp)" " b lpA-pi)" " et (i)t
=ypt-1p Q4279 B2 S i7"

Q, R, S,.... étant des quantités connues, dépendantes de p, 75



DES GRANDEURS IMAGINAIRES. 143
a, b, c,....f, g, qui sobtiennent en développant les puissances
de p4-s. Si lon suppose 7 infiniment petit, les termes affectes de
o 3

2, 22,....0" disparaissent , et on a simplement

Yrn=7yp Q.

Construisons le second membre de cette équation , suivant les
régles précédentes. Soit « l'angle que fait 3, avec la ligne prise
pour origine des angles; on peut prendre p de maniére que 7@ fasse
avec cette méme ligne un angle —« , c’est-a-dire , que la direction
de 70 soit opposce & celle de y,. La grandeur de Ypq,i Scra ainsi
plus petite que celle de yp. On obtiendra , de la méme maniére,
une nouvelle valeur de y, plus petite que ypy;, et ainsi de saite,
jusqu'a ce que y soit nul; done, etc.

Cette démonstration est cependant sujette 3 une difficulté dont
nous devons la remarque & M. Legendre. La quantité @ peut étre
nulle, et alors la construction prescrite n'est plus praticable ; mais
nous observerons que cette objection n’anéantit pas notre démons—
tration ; car le terme %R, ou le terme 7°p*S si B est nulle, et
ainsi de suite, peut remplacer le terme #Q , puisque p*, /*,....0
sont des quantités de la méme nature que p; or, quand méme on
voudrait supposer tous ces termes nuls, le dernier au moins 7" ne
le serait pas.

10. La théorie dont nous venons de donner un apercu , peut étre
considerée sous un point de vue propre & écarter ce qu’elle peut
présenter d’obscur, et qui semble en étre le but principal , savoir :
‘établir des notions neuvelles sur les quantités imaginaires. En effet,
mettant de c6té la question si ces notions sont vraies ou fausses ,
on peut se borner i regarder cette théorie comme un moyen de
recherches , n’adopter les lignes en direction que comme signes des
quantités réelles ou imaginaires, et ne voir, dans l'usage que nous
en avons fait, que le simple emploi d’'une notation pariticuliére. I}
suffit , pour cela, de commencer par démontrer , au moyen des
premiers théorémes de la trigonométrie, les régles de multiplication
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et d’addition données plus haut; les applications iront de suite,
et il ne restera plus A examiner que la question de didactique
» si I'emploi de cette notation peut étre avantageux ? s’il peutouvrir
» des chemins plus courts et plus faciles, pour démontrer certaines
» vérités 7 » cest ce que le fait seul peut décider.

11. Nous ne croyons pas devoir omettre quelques apergus sur
une extlension dont nos principes paraissent susceptibles. Soient,
comme plus hact (fig. 10), KA=-1, RC==—1 , KB=-4y/ =1,
KD=—1/ =1 ; tout aatre rayon KN, mené dans le plan de ceux-
la, sera de la forme p-f¢y/ =1 ; et réciproquement, toute expres-
sion de cette forme sera celle d’une ligne dirigée dans ce plan.
Tirons maintenant , du centre K, une perpendiculaire KP=KA 2
ce plan. Que sera la ligne dirigée XP, relativement aux précédentes?
Leur est-elle tout d fait hétérogéne , ou bien peut-on la rapporter
analitiquement a l’unité primitive KA , et assigner son expression
algébrique , comme celle de KB, KC,....7

Si nous nous laissons guider par l'analogie, voici ce qu’elle nous
suggére sur ces questions.

Eu prenant pour unité des angles la circonférence entiére , il suit
des principes ci-dessus qu’un rayon en direction, faisant un angle
« avec KA peut étre exprimé par 1% Mais , d’aprés la nature des
exposans, cette expression a des valeurs multiples, lorsque « est
fractionnaire , ce qui peut amener quelques difficultés. On évitera
cet inconvénient , en employant la notation de M. Francais ( mémoire
citéd) , et en écrivant 1, ; on aura ainsi KA=1, , 1—{75':1%,‘
RZI}_ ) KD= I:e

[ +

Nous avons pris, de part et dautre du point A, sur la circon-
férence ABCD, deux directions opposdes, affectées I'une aux angles
positifs , P'autre aux angles négatifs ; or , si nous appliquons aux
angles les mémes considérations qu’aux lignes, nous serons conduits
4 prendre les angles imaginaires dans une direction perpendiculaire.
4 celle qui appartient aux angles réels.
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Supposons que le demi-cercle ABC tourne autour de AG , le
point B décrivant le cercle BPDQ ; puisqu’on a déja

Ang AKB=-1=1.(41) ,
Ang AKD=—1=1%.(—1) ;
on pourra dire que

Ang AKP=1y/ —i=1I.1

.
I
4

d’od on conclura
KP=1:,,=1, _=17V"=(1?)V“=(¢:7)V—1.
e
Telle parait devoir étre Iexpression analitique demandée.

Si l'on prend un point M sur le cercle BPD tel qu’on ait
Ang BKM=p, on aura pareillement

Ang ARM= ;(Cos.x1/ =38in.) ;
et, en faisant pour abréger Cos.x4-y/Z3Sin.u=) ,

KM= 11P= 1"’:(1 3>P= (\/:)005'5"{‘\/"‘5“'1“ ,

west lexpression générale de tous les rayons perpendiculaires am
rayon primitif de KA.

Cherchons maintenant I'expression de I’angle BKP.

De part et dautre du point B, sur la circonférence ABC, les
angles sont positifs et négatifs réels , et le plan BKP est perpen~
diculaire & leur direction ; il semblerait donc que l'angle EKP est
ainsi que langle AKP=1:y/ =1, et qu’il en doit étre de méme de
tout angle NKP , N étant pris sur la circonférence ABCD ; mais
on s’apercoit bientét de la fausseté de cette.conclusion, en faisant
coincider N avec le point G, ce qui donnerait CKP= 3/ =1 , tandis
que cet angle est évidemment —AKP=~—2{/ =1-
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Pour éclaircir cette difficulté , observans qu’une direction étant
adoptée pour celle de =1, il y a une infinité de directions qui lui
sont perpendiculaires , parmi lesquelles on en prend arbitrairement
une, pour laffecter & I'unité imaginaire /7. L’expression générale
de toute unité prise dans l'une de ces directions est, comme nous
venons de le voir,

I_,'—_-:xz": (V=1 P=(‘/:T)Cos.,u+\/—-18in.p .

Imaginons au point A une infinité de direction perpendiculaires
la circonférence en ce point; une de ces directions sera paralléle
KP. C'est celle que nous avons prise pour construire les angles
imaginaires positifs —-«y/=1; c’est-a-dire , que nous avons choisi,
pour ce cas , p—=1=Ka. Pareillement, au point G, la direction
parallele 2 KP nous a donné les angles imaginaires négatifs —ay/ =13
c’est-a-dire , que nous avons fait p=—1=KC.

Donc l'analogie nous conduit & faire =/ =7==KB, lorsqu’il s'agit
de la direction parallele & K7, 4 partic du point B.

L’angle BKp aura donc pour expression

-

[

My =V

12, Nous ne pousserons pas plus loin ces apergus ; et nous ohser~
verons, en terminant, que les expressions, a, ap 5 b, qui désignent
des lignes considérées par rapport a une, 4 deux, & trois dimen-
sions , ne sont que les premiers termes d'une suite qui peut étre
prolongée indéhniment.

Si les notions exposées dans l'article précédent étaient admises ,
la question , souvent agitée , de savoir si toute fonction peut étre

b

ramenée a2 la forme ptgy/ —1 se trouverait résolue négativement ;

etR—P=(\/-_-Y)\/—I offrirait 1'exemple le plus simple d’une quan-
titd non réductible 3 cette forme, et aussi hétérogéne par rapport

a /=3 que lest celle-ci par rapport & ~-1.
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Il existe, & la véritdé, des démonstrations tendant a établir que

la fonction (a--f—/}\/:-_I)m"‘"n\/_—I peut toujours étre réduite a la
forme p-t¢y/—:i ; mais quil nous soit permis de remarquer sur
ces démonstrations , que celles qui emploient le développement en
séries , ne sauraient étre concluantes qu'autant qu’on prouverait que
p et g ont des valeurs finies. 1l arrive souvent , en cffet, dans
Vanalise , qu'une série qui, par sa nature, ne peut exprimer que
des quantités réelles , prend une valeur, ou plutét une forme in-
finie , lorsqu’elle doit représenter une quantité imaginaire ; et on
peut présumer pareillement qu’'une série composée de termes de la
forme p=-gy/ =7 ou a,, peut devenir infinie, si elle doit exprimer
une quantité de Vordre as,.

Quant aux démonstrations qui emploient fes logarithmes, elles
laissent aussi, ce nous semble , quelques nuages dans esprit , en
ce qu'on n’a pas encore des notions bien précises sur les logarithmes
imaginaires. 1l faudrait d’ailleurs s’assurer si un méme logarithme
ne pourrait pas appartenir & la fois a4 plusieurs quantités d’ordres
différents @, a,, ap,. En outre, la multiplicité des valeurs dues aux
radicaux de Pexpression proposée, est une autre source d’incertitude;
de telle sorte qu’on pourrait parvenir , de la maniére la plus rigou-

reuse, 3 réduire (a4 —: "V =1 3 Ia forme p+gy/ —1, sans
qu'il s’ensuivit nécessairement que cette fonction n’a pas encore
d’autres valeurs de 'ordre a3, non réductibles a cette forme (*)

(*) On ne peut , sans doute , que savoir beaucoup de gré 3 M. Frangais
Qavoir, en queclque sorte , provoqué M. Argand 4 donner plus de publicitd 2
ses vues sur I'un des points les plus délicats et les plus épineux de P'analise algé-
brique. Espérons qu’il s'établira désormais une heureuse rivalité entre ces deux
estimables géomeétres , et qu'ils sempresseront , 4 Ienvi lun de l'autre , & per-
eclionner et a éclaircir lintéressante théorie dont ils viennent de poser les
fondemens.

J. D. G.



