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PROBLEME DE MINIMUM, 299

TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

Note sur la recherche du point dont la somme
des distances aux trois sommets d'un trian-
gle est la moindre possible ;

Par M. GERGONNE.

ARANMRVIASAANAARY Y

A la page 136, du V.»¢ volume de la Correspondance de M.

QueTELET , M. Noél, principal de I'Athénée de Luxembourg, a
proposé le probléme suivant:
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« La demeure d’un propriétaire , celle de son fermier et ses gran-
» ges, ont leurs portes aux sommets d'un triangle dont les cités
» valent respectivement 210, 200 et 2go meétres. Le propriélaire
» vent joindre ces trois portes par trois chemins qui, pour les
» construire , cofiteront o f. 50 c. par métre quarré; la largeur de
» ces chemins devant éire de 2 métres. Il demande en quel poiat
» il faut établir le eoncours des trois chemins pour que le prix
» total de leur construction soit le moindre possible, et quel sera
» ce moindre prix ? »

En lisant cet énoncé, je m’étais figuré que M. Noél n’avait en
d’antre but que rendre un peu plus piquant le probléme suivant:
Quel est le point de l'intérieur dun triangle dont la semme des
distances @& ses trois sommets est la moindre possible ? Er, 3 la
pag. 151 du présent volume , je témotgnmais ma surprise de ee qu’'un
tel probléme , dont la solution m’était déja connue , lorsque je n’étais
encore qu’écolier, passit aujourd’hui pour nouveau aux yenx des
estimables collaborateurs de la Correspondance.

Par une lettre en date da &z janvier dernier, M. Noél m’ap-
prend que jétais dans l'erreur ; qu’en proposant ce probléme 4l
savait trés-bien que le point demandé doit étre tellement siué que
les droites qui le joignent aux trois sommets du triangle forment
autour de lul des an‘gles égaux enire eux et & quatre tiers d’an-

gle droit, ayant conséquemment leurs sinus égaux i v » et leurs.
2

cosinus éganx & —L; mais que son intention avait éé de provo-

quer la recherche d'une formule qui donnit l'expression de la
somme des trois distances en fonction des données du probléme,
comme on serait en effet obligé de le faire pour un devis qu’on
aurait & dresser. .

Envisagé sous ce point de vue, le probléme parait en effet éire
nouveau; et voict , ce nous semble, la maniére la plus analyti-
que de le résoudre, ’
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Soient A, B, C les trois sommels du triangle donné et O le
point cherché; posons .

BC=a, CA=3 , AB=¢ ,
OA=x ’ OB:}” ’ OLl==z 5

en vertu des formules fondamentales de la trigovomdiric rectiligne ,
L
on aura

Triangle BOC ,  y*tyzf-2'==c",
Triangle COA , 2z at=5* (1)
Triangle AOB , z'4-ryyi=ct . 9

Ces équations pourraient suflire, & larigueur, pour résoudre le
probléme ; en éliminant entre elles deux des inconnues, on ob-
tiendrait pour la troisiéme une équation du quatricme degré , se
résolvant & la maniére de celles du second ; mais cette équation
serail excessivement compliquée. Nous éluderons cette difficulté en
recourant & une équation ausiliaire,

Les droites OA , OB, OC partagent le triangle ABC en trois au-
tres , dont la somme des aires est égale & la sienne ; or, ces aires
sont

pour BOC, yl\/; R

pour COA, M/:]; y

pour AOB, %\—l—;- 3

de sorte qu’en désignant par 7 l'aire du triangle ABC, on a
Tom, XX. 42
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e (yzdzed2yN/3 ;
4
d'onr

3(yztzztay)=4Ty5 ; (2)
ajountant celle équation 3 la somme des équations (1), il viendra

a(z-fytz)=a*+b+c4TV3

d'onl

sbye= PR )

2

comme I’a trouvé M. Heichen ( Correspondance , tom, V, pag. 238).
Mais on peut désirer d’obtenir, en particulier , chacune des trois

longueurs inconnues z, ¥ , z ; etc'est 12 une chose trés-facile. On
tire, en effet, des équations (1) et (2)

3(F-0'—a") 4Ty T=62(e-+y+2) 5
donc , en vertu de la formule (3)

3(brtcrm—a®) -4 T3 \
X g
3V 2(ar o e ) 18IV

on aura de méme

_ 3tcrtarb 4TV ) (4)
y= 3V 2 b e F8Ty;

e SEHP TS
T3 @b e 8TV T

Soient prolongées les droites AO,BO, CO, jusqu’d la rencon-
tre des cotés BC, CA,AB en A’, B’, C". La droite OA’ divisant
en deux parties égales I'angle BOC, on aura
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0B4-0C o8 oC

BC ~ aB~ ac ’
d'olt 4 .
OB.BC oC.BG ez
AB= =, MC= = T
OB40C  yFz OB40C ~ yz
or,on a
y 3(03-;-&2—53)-‘-4.71\/; z 3a?}-b2—c) 4T3 .
stz 2@a44iTV) 7 yds T a@a44IVE) ’
done

3a(erd-ar—b2)F4aT\3 3a(a-pbr=—c)4-4a T3
'B= = < AC= = ;
4 2(3a:4+4TV/3) ’ 2(.5(;2-{—.’*7'\/;} ’ ?

on trouvera de méme

. Bl —e) 40TV — 3bbrter—an LT3
1C = - A=
& gy P 2G04V

(1 4 SO LTV . cB= 30(02+a2-—b2?+¢{cT\[;
2(3¢24+4TV3) s 2(3c2+4-41v/3)

Une fois les trois points 4’, B’, €' déterminés, rien ne sera plus
aisé que de déterminer le point 0.

On pourrait tenter de résoudre, d’une maniére analogue, les

\ - T s Lt £.0A
deux problémes de trigonométrie sphérique proposés & la pag. 152
du présent volume; mais il est présnmable que les calculs en se~
raient excessivement compliqués, En admettant les mcémes notations
que ci-dessus, lestrois équations & résoudre, pour le premier, seraient

2Cos.yCos z—Sin,ySin.z=2Cos.a ,
2Co0s5.2C0s8.2—Sin.zS81n = 2Co0s.5 ,

2Cos xCos.y—Sin.:rSiu.y =2Co0s5.¢ «



