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ADDITION A UN MEMOIRE

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES,

Psr M. G. FLOQUET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Soit /() une fonction supposée uniforme autour du point z = o
et p.csentant en ce point une singularité essentielle. Supposons, en
outre, que @ =o soil un point singulier isolé, c’est-a-dire qu’il
n’existe ni pole, ni point essentiel, & distance infiniment petite de
I'origine, auquel cas f{x) est développable en une double série, pro-
cédant suivant les puissances entieres, positives et négatives de x, et
convergente dans le domaine de l'origine. Les dérivées f(x), f"(x), ...,

[9(x), ... seront aussi développables de cette maniere. Mais il s’en
S I‘)
J(x

faut qu’'il en soit toujours de méme de la dérivée 1ogar1thm1que
(O(x l)

S (i

. . . . .. - Oy
Si f(x) n’a pas dc zéros infiniment voisins de l'origine, '—fm
présentera aucune discontinuité & distance infiniment petite du point
x = o, et sera développable en double série convergente. Mais I'équa-
tion flx) = o peut admettre une infinité de solutions dans tout domaine
du point = o, si petit qu'il soit, auquel cas LX) 3 dmettra une infi-

JS(x)

nité de p(‘)les. Ce rapport n’est plus alors développable & la maniere

de flx

De Ln la nécessité d’apporter une restriction 4 une remarque et & un

et des fonctions —
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théoreme que j’ai ¢noncés dans un Mémoire antérieur, publié comme
Supplément au tome VIII des Annales de I'’Ecole Normale supérieure,
année 1879. Il s’agissait d’une équation dilférentielle linéaire

],( N ([rn.)- + (/m ~I) . o
_1)-———([1.”’ T e P Y =0,

. 1 . N . ,
dont les coefficients sont de la forme ZC[az‘, ¢’est-a-dire développables

en doubles séries convergentes dans le’domaine du point zéro.

Ala page 17 (n° 18), je suppose qu'il existe une intégrale telle que
2Py (), ¢(x) désignant une fonction holomorphe dans le domaine de
Porigine, différente de zéro en ce point, et je fais la substitution

y=afb(x) [sdr.

Jobtiens la transformée en =
()(3) = o -+ 71 ZL;"’;T; A Y1 S0,

dont les coefficients ¢ sont donnés par les formules marquées du
signe (1). Observant que ¢, se compose de p,, augmenté d’une
. h

3 o VAT () ' .

somme de termes tels que Z(‘”‘ U o = () est la dé-
b(r)

rivée (b — a)om de o(x), j’en conclus que les coefficients ¢ sont uni-
formes et continus dans le domaine du point x = o, & ce point pres, et

, ) V . . .
par conséquent de la forme Zcix‘, comme les coefficients p. Celte con-
clusion est entierement rigoureuse. Mais la remarque qui la suit (p. 18
ligne 3) demande a &tre complétée. « Pour que les coefficients ¢ pos-
sedent ces propriétés, il n’est pas ncécessaire que ¢(x) ne contienne
dans son développement que des puissances positives de a : il suffit

4o

que () soit de la forme ZL x'. » Il faut ajouter, d’apres ce quia ¢1¢

dit plus haut : « et que ¢(z) n’ait pas de zéros infiniment voisins de
Iorigine ».



SUR LA DECOMPOSITION D'UNE EXPRESSION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC.  jo~
Il résulte de la que le théortme énoncé a la page 121 (n° 95) doit
étre rectifié. S'il est toujours possible de décomposer 'expression Pl y
en facteurs premiers symboliques, il n’est pas toujours permis de les
. dy : : ,
supposer de la forme —— —yS’ C;x'. Pour que cette forme soit possible,
dx e

—®

il faut et il suffit que les fonctions désignées par o,(x), z,(x), .. .,
o,(x) n’admettent pas de zéros 2 une dlstance infinimen1 petite de
I'origine. Par exemple, on a

&y 1/ I 1
— (\ln‘ — — COS — ) )y
der a0 )

dy ( ’ 1 ro.oy ]

(i Lsinl — =1+ =sin—= )1,
dr + x ) (ll x x z)7 |
tandis qu’il n’existe pas une seule décomposition de

d*y o dy 1 “dy I 1 1 dy 1 r
b = = e e = | o= 4 —(2— —col— | ¥ || 5= 4+ — cot—=y);
de* & de a2t dx = x &x x )Y | \dxe 2 x )

ol les facteurs aient la forme en question.
La proposition 1 (p. 122) doit donc s’énoncer ainsi :

Si Uexpression P(y) est décomposable en facteurs symboliques de la

dy N~ , . , . ;
Jorme —~ — yZ(,,-x’, le degré <) de sa fonction determinante est égal

—w

au nombre total j des facteurs legulzers qui entrent dans cette décompo-
sition.

La proposition II est cxacte, & cause de la remarque qui est au bas
de la page r24. Les théoremes I, 1I et 1II de la page 125 sont tou-
jours des conséquences des deux propositions précédentes. Quant aux
quelques raisonnements qui suivent, il est trop aisé de reconnaitre ce
qu’on doit y modifier pour que nous insistions.

Puisque j’ai été amené A revenir sur cette question, de la décompo-
sition d’une expression différentielle linéaire en facteurs symboliques,
je vais, en terminant, l'appliquer au cas ott P(y) = o est a coefficients
périodiques, 'intégrale étant uniforme.

Supposons les coefficients simplement périodiques; P(y) = o admet
toujours comme intégrale une fonction ¢, périodique de seconde espece.
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Je pose y = ¢, [z dx. La transformée Q(z) = o, d’ordre m — 1, est de
méme forme que P(y) = o, et je possede une intégrale ¢, telle que ¢,
le pose z =y, [tdx, el de I'équation en ¢, je déduis pareillement ¢y,
ct ainsi de suite jusqu’a ¢,,. Considéronsla décomposition en facteurs

premiers symboliques
P=A, A, . AA,

corrélative du systeme fondamental

=0, Ya= v feadr, .., yu= [yade. .. e, de.
On a
dy da . .
\i= J; —ay, a;= 0y log(eyey...0:) ({=1,2,3,...,m).

Or, le produit v,¢,...v; étant périodique de seconde espece, sa dérivée
logarithmique @, est périodique de premiere espece; par conséquent,
dans le cas considéré, expression P(y) est toujours décomposable ¢n
m facteurs a coefficients périodiques.

Le méme raisonnement prouvera que, si les coefficients de P( y) sont
doublement périodiques, il existe toujours une décomposition a coeffi-
cients doublement périodiques. Soit, par exemple, I'équation

Ly 4 2 ST ONT dy +ydnixr =o

dx? dnwe  dz ’
ol £ désigne le module, et ol1 les coefticients possedent les périodes 2K
et 2K’y — 1. Elle admet les deux solutions snx ¢t cnz, qui sont dou-
blement périodiques de seconde espece, aux multiplicateurs égaux
a — 1 pour la période 2K, aux multiplicateurs +1 et — 1 pour la
période 2K’y — 1. Son premier membre se décompose ainsi :

a, et @, ayant pour expressions

snz dn.ax sn.z dnax , Sha cnw
)= — ———————) g — —k
cna cn dnw

fonctions qui sont bien de premiere espece.



