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SUR

LES FONCTIONS ENTIERES,

Par M. GUICHARD,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

1. Soient a,, a,, ..., a, unc suite ayant le seul point % comme point
limite. On peut former une fonction enticre, prenant en ces points des
valeurs données b,, b,, ..., b,.

Soient f(z) une fonction ayant les zéros @,, @, ..., @,; %(z) une
fonction méromorphe ayant les poles a,, a,, ..., a,, et pour résidus
b, b, b,
Ja) Flan)” " (@)
v(z) est de la forme .

P w . ! b” ) - -
() ~2\;—~_ — e+ ] nm} 4 R(=),
1

correspondants

P, ¢tant un polynome, R(z) une fonction holomorphe.

Le produit
o(3) f(5)=G(s)

satisfait aux conditions de I'énoncd.
Les autres solutions se mettent sous la forme

tr(s) -+ 2(3) f(5),
). ¢tant holomorphe.
On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :
i° Soit z=o le point limite d’une suite simplement infinie, a,,
ay, ..., a,. On peut former une fonction uniforme ayant le seul point
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singulier s = o, el prenant aux points a@,, a,, ..., @, des valeurs
données b,, bay ..., b,.
2° Soit z = o le point limite d’une suite » fois infinie, a,, @, ...,

a,. On peut former unc fonction uniforme ayant un scul point singulier
d’ordve 7, le point = = o, el prenant en @,, a,, ... des valeurs données

Oy by ooy, .

2. Soient G et G, deux fonctions entiéres premicres entre elles { n’ayant
aucun zéro commun). On peut déterminer deux jfonctions entieres ) el
satisfaisant a la relation

G(3)+ 2(z) Gy (3) = et=),

Soient @,, @y, ..., a, les zéros de G, (z), by, b,, ..., b, les valeurs
de G(z) en ces points.
Formons une fonction p.(z), prenant en a,, @, ..., a, les va-

leurs Lb,, Lb,, ..., Lb,.
La dillérence
) G (3)

s‘annule aux points a,, a,, ..., «,; donc elle est divisible par G, (=).
Corollaire. — Posons A = ¢ %, B =17%(z)e ¥, on aura alors

:\'('} -+ I'r(}l -1,
relation analogue a celle du théoreme d’Euler pbur les polynomes.
Les autres fonctions holomorphes A, et B, satisfaisant & cette rela-
tion sont de la forme
A=A + RGy,
B, =B — RG,

R étant une fonction holomorphe quelconque.

3. Soient a,, a,, ..., a, une suite ayant le seul point limite s == = ,
il existe une fonction enticre G(z), prenant en ces poinis des valeurs
données b, b,, ..., b,, et dont la dérivée G'(s) prend, aux mémes poinls.
des valeurs ¢, ¢,, ..., c, données a ['avance.

Jappelle /(z) une fonction holomorphe qui admet comme zéros
simples les points @, @y, ..., @,; ¢(z) Pune des fonctions holomorphes
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qui prend en ces points des valeurs b,, b, ..., b,. On devra avoir

G(3)=15(3) +2(3) /(3),
dou ]

G'(3) =4 (3) + 1(3) /' (5) + 4 (3) f(3).
Assujettissons la fonction % & prendre aux points a, les valeurs

Cp — "."I(an ) .

J(an)

La fonction G(z) est alors une des solutions.
Toutes les autres sont de la forme

G, (3)=G(3) +1(3) /2(2).

On peut maintenant choisir 2 de facon que G| (=) prenne aux points a,,
a,, ..., a, des valeurs données d,, ds, ..., d,.

Toutes les fonctions G(z), satisfaisant & cette triple condition, dif-
ferent de multiples de /*(=). Elles sont de la forme

G(3) + 21(3) /3(3).

On peut choisir A de facon que leur dérivée troisieme prenne aux
points a,, @,, ..., a, des valeurs données e,, €a, ..., €, .. -.
Corollaire. — Oun en déduit comme cas particulier : il existe une
fonction G(s) prenant en a,, a,, ..., @, des valeurs a,, o, ..., «,,
et dont la dérivée prend aux points b, b,, ..., b, des valenrs 5,

Les deux suites (@) et (O) ayant le seul point limite 5 = » .

%. Une fonction enticre, n’ayant pas de zéros doubles, satisfait a une
cquation différentielle de la forme
d*y

(1) — =P

dy .
s Q

as TR

P et Q étant des fonctions entiéres de z.

En effet, soit G(z) une fonction holomorphe, a,, a,, ..., a, ses zéros
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supposés simples. Formons une fonction P qui, en ces points, prenne

les valeurs
G'(a,) G"(a,)
G (a)) G (a)

La différence G”(z) — G'(z) > P est divisible par G(z); en appelant Q
le quotient, on a la relation (1).
Toutes les fonctions satisfaisant a cette relation sont

P,=DP +2G,

Q,=0Q —1G".

On peut encore donner aux polyndmes P et Q une autre forme.
G et G' étant premier entre eux, on peut trouver deux fonctions A

et B tels que
AG + BG =1

d’ott
P =AG"+ %5,
Q=BG — (¥,
d’otr
BP —— AQ == ..
Sous cette forme, on voit qu’on peut choisir » de maniere que P et Q
soient premicers entre eux. Il suffit pour cela de prendre » premier
avee (",

5. Equations du troisiéme ordre auxquelles peut satesfaire une fonc-
tion enticre n’ayant pas de zéros doubles.

Soit G(z) une fonction satisfaisant & I'équation

v
L=rLqy

Elle satisfait & ’équation du troisieme ordre

dy

3 2
=r Tl )Y

..
dzd T dz? + Q0

Supposons qu’elle satisfasse a une autre ¢quation

Ay dy .
Y " l)_l_ + Cy,

=A st dz

ds*
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on aura

(l"!"}-’ . / [{." , ~ VY yp —
A=P) 75 +=(B=P'—Q) 5=+ (C-Q)r=1,
d’ott
[P(A—P)—f—(B—P’—Q)]:—g—+—[Q(A—l")-+—(;—Q’]y:o.

G et G’ élant premiers entre eux,
B=—P(A—DP)+ P +Q+21G,
C=—0QA—-P)+ Q' =2,

¢quation qui conlient deux indéterminées 2 et A.

6. Deux fonctions enticres G et G,, r’ayant pas de séros doubles,
satisfont a une méme équation différentielle, linéaire, a coefficients
enticrs du troisiéme ordre '

ad’y \ d*y S Ay

(1) d=r O ds? ds +Cy.

En effet, soient P, Q

w0

P,, Q, les fonctions satisfaisant aux relations

6" =PG' +QG,
G =P,G, + Q,G,.

Si G satisfait & (1), on doit avoir

B=—PA—P)+P +Q+2G,
C=—QA—-P)+Q'—2G".

Si G, satisfait & la méme équation, on aura

B=—P, (A —P)+ D, + Q-G
C=—Q(A—Py)+Q,— G,

En égalant les valeurs de B et C, on a deux équations du premier
degré pour déterminer X et 2. Le dénominateur commun est

GG, — G, G

Le numérateur de X contient A au premier degré; on pourra donc
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choisir A de facon que le numérateur ait les mémes zéros que le déno-
minateur; ) étant entier, il en est de méme de B et C, et par suite de J,.

La démonstration ne subsiste pas dans les deux cas suivants :

1 GG, — G,G" est identiquement nul;

2° Le coefficient de A, dans le numérateur de %, n’est pas premier
avec GG/, — G, G'.




