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SUR LE

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS

A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE,

Par M. GOMES TEIXEIRA,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE COIMBRE ET A L'ECOLE POLYTECIINIQUE DE PORTO.

La série
(1) Ao+ Ay + Q22+ .. .+ a, " +. ..,

OlL @y, @y, @y, ... représentent des fractions réduites a leur plus sumple
expression, ne peul pas éire le développement d'une fonction définie par
une équation algebrigue relativement & x,y et ¥' a coefficients entiers

(2) F (e, y,y)=0,

s'il existe une valeur de n déterminée & partir de laquelle les dénominateurs
de @,pyy @ypys - - cOntiennent des facteurs premiers supérieurs respective-
Mmentan-+1,n-+2,n-+23, ...

On peut tirer ce théoreme de la formule suivante, qui résulte de
'expressionanalytique de la dérivée d’ordre 2 des fonctions composées,
et qui donne la dérivée d’ordre n de la fonction y (Journal de Batta-
glind, t. XVIII):
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Dans celte équation la somme 2 se rapporle & toules les solutions
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entieres positives de I'équation -

(a+2B+3y+...+(n—1)2 4+ 428+ 3y +. ..
? +(n—1)N+a"=n—1,

et I'on a posé

—
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~—

{m=a+B+...+r+od + 8+ .+ N+
;a:1+§+.--+?., b=a' +B +...+¥, c=d

Nous avons done
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ou, en séparant le (erme qui contient y®,
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Si 'on pose maintenant # = o dans cette formule, on obtient une

! n
Jo e

autre forinule qui donne les valeurs de y, =P, ... =%, qui doivent
al n!

coineider avec les coefficients a,, a,, a., ..., a, de la série proposée.
)
On voit par cette formule que le dénominateur (le*z;—l“T ne peut con-
tenir que les facteurs premiers suivants:
1° Ceux qui résultent du dénominateur
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2° Ceux qui résultent du dé minateur de

( amy .
dxedy? dy'e ) =0

3° Ceux qui résultent du numérateur de

ary
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. , , . , ).” v).'ll—i)
4° Ceux qui résultent des dénominateurs de y/, j‘, R AT
59 Ceux qui résultent de n.
Nous allons voir que les facteurs premiers correspondant aux trois
premiers cas n’augmentent pas indéfiniment avec n.

. Comme la fonction F(x, y, y') est entiere parrapportax, y et ¥,
les dérivées de cette fonction d’ordre supérieur i son degré sont nulles,
et par conséquent m ne peut pas augmenter indéfiniment. Donc les
quanlités «, B, 7y, .... 2, «, £, ... ), ", dontlasomme est égale a m,
ne peuvent augmenter indéfiniment, ni par conséquent leurs facteurs
premiers.

I1. La dérivée

2

o dm _F
<c[.lr" dy?dy'c ] z=,

4
qui est fonetion entiere de y, et ¥, et, par conséquent, de a, et a,, ne
peat contenir évidemment en dénominateur que les facteurs premiers
qui entrent dans les dénominateurs de «, et «,.

o (dE . . . . . . .
ILI. La dérivée <d—)/,) »qui est une fonction entiere i coelficients
=0

entiers de @, et @,, est une fraction déterminée, et ne peut done con-
tenir en numérateur des facteurs premiers qui augmentent indéfini-
ment. '

(1)

On voit done que les facteurs premiers du dénominateur dc-% ou

a, ne peuvent augmenter indéfiniment que par suite de la présence du
facteur » du cinquieme cas, et nous avons donc le théoreme énoncé.

Exemple. — La fonction définie par la série

xh

I ————— e e
+2!2 313 n—+1l'n4+1

ne peut pas satisfaire 4 une équation F (x, y, ') = o algébrique par

rapporta z, y ety’, parce que le coefficient

I
—ﬁm de " l)ellt con-

tenir des facteurs premiers supérieurs a 7.
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Donc la fonction correspondante

dr + loga

j. o

ne peut satisfaire 2 une équation algébrique enx, y et y'. Elle est done
différente des fonctions algébriques, logarithmiques, circulaires, etc.
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