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SUR UNE

GÉNÉRALISATION DE LA SERIE DE LAGRAN&E,
PAR M. T.-J. STIELTJES.

En posant
X=:a? 4- ayi(X),

la série de Lagrangc donne le développement d'une fonction quel-
conque de X sous la forme

v^t ^,nt ////ï""^
/(X) =/(,) -^ ̂ -^ ŝ ; IfW ̂ )1.

l

En prenant la dérivée par rapport à < r , e t écrivant/(X) au lieu de
/(X), on a aussiw ï =i^s.u^ ."•(«)].

0

Sous cette forme, la série de Lagrange est susceptible d'une géné-
ralisation élégante, donnée pour la première fois par M. Darboux
{Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXV1II).

Supposons que les /-variables X, Y, Z,... soient liées aux variables x,
y, z, ... en même nombre par les r équations

(i)

X=^+a?(X,Y,Z,...),
Y=y+^(X,Y,Z,...),
Z==s +CX(X,Y,Z,...),



94 . T.-J. STÎELTJES<

alors,/(X,Y, Z , . . . ) étant une fonction quelconque, on a le dévelop-
pement

/ • (X,Y,Z, . . . )XA
!» 00 00-vvv... a^b^c^".
^ ̂  ̂  i . a . . . m. i. 2 . . . m ' . i. 2 . . . /^/

0 0 0

X f^l^^-'- [./̂ , y> ̂ ...) r^y, ̂ ...) ̂ '(^.y, ̂ ^..) x^^ji^^^J
dœ^ dy1^ dz111".. . ^ - - ,

ou
^X ^X ^X
<^y ^y ^^
^Y JY cFY

A == ^ ^y dz
dL. dz €lz

dx dy dz

M. Darboux a donné ce développement dans le cas r= 2.
Dans la démonstrat ion suivante, je supposerai r=3, mais elle s'ap-

p l i q u e dans le cas général.
Comme on le verra, le point principal consiste dans l 'établissement

des identités

^[A/(X,Y,Z)]=^[A/(X,Y,Z)y(X,Y,Z) :L

^ EA/(X,Y, Z)] = ̂  [A/( X,Y, Z) ^(X, Y, Z)],

<:/

(-2)

^ [A/(X,Y,Z)]=^[A/(X,Y,Z)x(X,Y,Z)].

II suffira, d'ail leurs, de vérifier la première de ces relat ions, le calcul
étant tout à'fail analogue pour les deux autres.

Mais, en développant cette relat ion, il vient

( .. dX dj clZ\
^/x^+/v^+/z^+/da

d̂x

dL
dct
<;/(yA)

dx
^^f/,JX+/,^Y^.^^...^yA)

1 ^ dx ^^dx +^^/+/ --^"^



SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA SÉRIE DE LAGRANGE.

en sorte qu'il s'agira d'établir les formules
y

—== dx

cl a """ÇF dx '

dYdY
da
dZ
da

da ^ d x '
dz.
dx

et

(4) d^
da

J(<yA)
dx

La dil ïérentiation de la première des formules ( ï ) d o n n e

{ , / s clX , d'Y . dZ( (i-a.x)^-y-h^.^+^,^, .

I , , . dX , dY , dÏ
^^a^^^^a^^^a^^

cl l 'on o!) lie nt de même

/ , ,, dX
[ ÔWv •—,— -

/ . „ ' da(6 ) ''
' ' 1 J'V1 , ci X

! ̂  •da -
et

(7)

, ,, dXb^ ̂  H.

, dX
c'^ Tte -^

4-(^+y

h

/ ï \ ï- ( b ^j y -

-I)

C-/.Y

-I)

c/ï

dY
da
dY
da

dj
dx
d7
dx

+

-\- (cy;,

-h

. , ^z
-+- (^Xz

^^z

-ï)

^•^z

-')

dZ
da
dZ
ïia

dZ
dx

dx

Les équat ions (6) déterminent les rapports — : <— : < — ? les équa-

tions (7) les rapports —7 : — :—1- Or, les coefficients dans ' l e s sys-
tèmes (6) el ( 7 ) é tant les mêmes, on a

dX . d'Y , dZ __ dX . û?Y , ̂ Z
c^a * ûto * <:/a (;/<-z' * dx * c/^"

Dès lors les équat ions (5) met tent en évidence les relat ions (3).
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Il reste à vérifier la formule (4)" On a

(8)

(9)

d\
da

==

Quant

)

1 1 vient ensuite

bien

)

de même

>)

d^X
dx da
d^'Y

dx da
<^Z

dx da

à Ao

A^rr-

dX
dy

d^Y
dy
dZ
dy

AI

on a,

<r/X
^
dY
dx
d7.
dx

dX
dz
dY
dz
dZ
d^

-h

à cause des relations (3),

Ai=:

d / d'X
dy ^ da.
d ( dj

dy \l dx
d [ d'L
dy \ ' dx

A.2——

A,,

4-

J / cZX\ JX dX
dx \k (f/jî? ) dy dz
d f dX\ d'Y dj

da.': \T dx ) dy dz
d f d7.\ dZ dZ

dx \ dx) dy dz

dX ^X
• da:' dy dx dz

4 dx dy dx dz
dZ d^Z

T dx dy dx dz

dX rfX

1 dx dv
dZ d7.

dX d^X
dx dy da'
dJ d^Y
dx dy da
dZ d^Ï
dx dy da

Â2

.\ dX.
) dz
\ a?Y
) dz

\ rfZ
) dz

JY ^Y

T dx dy
dV d'Y

T dx dy

dX
dz
<^Y
dz
dZ
dz

dX J2 X. <;/X
dx *
dY ^Y dX
dx ?

dZ d^L dZ
dx

dX

dX

dZ

^x
dz dx
^Y

dz dx

<^Z
dz dx

•^

-h-

'

dy dx dz

dy dx dz

dy dx dz

dX d'X
dx dy
d'Y d'Y
dx dv
dZ dZ
dx dy

Aa.

<^x
dz da
^Y

dz da
d^L

dz da
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Les équations (8), (9) et (10) donnen t de suite

d^ ^ (coA)
A 4-A,-h A3= — =: ————5

" da dx

c'est-a-dire la formule (4-)-
La première des équations (2) est ainsi établ ie parfaitement les

deux autres s 'obtiennent de la même manière.
Par une application répétée de ces relations, on trouve de suite

l ̂ ^^^^Z^^
\ da^lb^' dc^"

(u) 1 ~d̂ !!lw:!̂ ^
( '""" cix^ d y ' " ' dz^'

f,m Lw^tW"'
Pour avoir le coefficient de —————-———,—————j, dans le déve-î . 2 . . . m.1.2... m ' . i . a . . . m "

loppement de A/(X,Y,Z) , il suffit de supposer a=b=c=o, dans
cette formule ( x ï ) . Or, dans cette supposition» il vient

dX _ dX_ dX.
7lx^ly ^""0? ^J-07

dJ dY en
dx^09 d y ^ 1 9 •^=°-

d7J __. d7À _„ dz —
dx 7 dy ' <^s

donc A == i ; de plus X == x, Y ==y, Z == z , en sorte que ce coeff icient
est égal à

dmi'ln<^^^ -îifll!!!̂
dx^tdym'dzm" ~ 5

comme nous Pavons annoncé.
Je terminerai par la remarque suivante. Dans le Tome 54 d u Journal

de Crelle, M. Heine a déduit la formule de Lagrange à l 'aide du calcul
des variations. Cette démonstration peut être généralisée faci lement ,
de manière à obtenir la formule que nous venons de démontrer, le

Ann, de l'Éc. Norm. 3e Série. Tome IL — MARS x885. ï^ •
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déterminant fonctionnel A s ' introduisant alors de la manière la plus
naturelle. Mais les formules (2) et la formule (n) qui s'en dédu i t
immédia tement paraissent assez remarquables en elles-mêmes : c'est ce
n u i nous a fait préférer la méthode plus élémentaire que nous venons
de développer .


