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SUR UNE

GENERALISATION DE LA SERIE DE LAGRANGE,

Par M. T.-J. STIELTJES.

En posant
X=2z+a3(X),

la série de Lagrange donne le développement d’une fonction quel-
conque de X sous la forme

= m dm—1
SX)= /(@) +Y e T (@) e (@),

1

En prenant la dérivée par rapport & x, et écrivant /(X) au lieu de
S(X), on a aussi

m m
2 L ) ()],
Sous cette forme, la série de Lagrange est susceptible d’une géné-
ralisation élégante, donnée pour la premiere fois par M. Darboux
(Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXVIII].
Supposons que les rvariables X, Y, Z, ... soient liées aux variables ,
Y 5, ... en méme nombre par les r équations

X=z+a9(X,Y,Z,...)
(I) Y:y—{—b'.‘r‘(X,Y, Z, ),
7 ==z —E-CX(X,Y,Z,...),
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alors, f(X,Y,Z,...) étant une fonction quelconque, on a le dévelop-

pement

FX,Y, 7, ...) = A

Y R O am b”"C”l". ..
- EZZ r.o2...mlt.2...mli1.2..m!
0o 0 o0
AmEmm+. . [f(w, },’ 3, “_) ?"‘(x,y, z, ._') l!J'”'(x, ¥y 5 .“) Z"”(.I»",}/7 3, ) . __]’
< dx™ dy™ dz™". . .

ou
dX dX dX
= d @&
dY dY dY
A= EIE 7.)’— _67;
dl. di dZ
iz @ &

M. Darboux a donné ce developpement dans le cas r= 2.
Dans la démonstration suivante, je supposerai » = 3, mais cllv s’ap-

plique dans le cas général.
Comme on le verra, le point principal consiste dans I’établissement

des identités
LAY, 1)) = L[4 £(X, Y, Z) 8 (X, Y, 72);
Z—[E[ SO, ‘)]—*%[ S(XY,2) (X, Y, 7)),
d d ; -

(2) %[Af(X,Y,Z)]zg;[A/(X,Y,A)¢(X,Y,£)J,
d ” 4 . ,
ze WY D] = - [AVX Y, 2) (XY, D)

Il suffira, d’ailleurs, de vérifier la premiere de ces relations, le calcul

étant tout a'fait analogue pour les deux autres.
Mais, en développant cette relation, il vient

. dX , dY , dZ dAa
A( X gm T +fza;)+fg;
dX d(q:A)’

=os (R AT )+
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en sorte qu’il s’agira d’établir les formules

ax __ax
da — ¥ dz’
) ay __av
da — % qz’
daz __dz
da — ¥ dz
et
0 dA __ d(v4)
! da — dxr
La différentiation de la premiere des formules (1) donne
( (1 — avy) f{& — o 4 acy — - o ('—Z:/f,
(3) " da ‘ " da “da
. <
X LAY L d

)
, (1— agx) —— =1 4 aoy — - auvy —;
| dx “dr “dx

¢t 'on obtient de méme

o Sb%%}(—fﬁ—(b%—l)%—k b1, % — g
' cyx ax ¢y Al + (cyr—1) @2 =0
L da ~ da : da

et
S byx (é‘; + (b¥y—1) i—g -+~ by Zi =o,

(7) ., dx , dY . dZ
)c,(x%—i— C'/"yg‘;—i—(cxz—*l)ﬂ:().

. . : Lo i, o dX o dY ddo
Les ¢quations (6) déterminent les rapports —= 1 == 1 ==, les équa-

. AX . dY . dl o
tions (7) les rapports =1 =~ 1—=- Or, les coefficients dans les sys

temes (6) el (7) étant les mémes, on a

dX . dY  di _dX dY  di
da " da "da T dx " dz dz

Des lors les ¢quations (5) mettent en évidence les relations (3).
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Il reste & vérifier la formule (4). On a

96
dxda dy
ds | &Y dY
da ™~ | dxda dy
a7, dZ
drda dy
= Ay

Quant & A,, on a, a cause des relations (3),

I vient ensuite

Ell_‘(
dx
ay
dx
darz.

dz

ou bien

(9)

ctde méme

(10)

ﬁ dX d&*X dX ax
ds dx dyda E dx
ay | 1 aY @Y dY |  |dY
3 dr dyda ds dx
£ dx dyda ds dx
+ A, -
d dX dX dX
sm| (D) x|
de \" dx dy 5
d dar. dl.  dZ
wm) 5 T
d dX\ dX dX d?X
:( cl.x;) ds dx (?(l)"(lgr
d 78 adY ay ad*Y
Zl;(z? %) ds : de ¢ dy dux
40y | &
'y 'dw) ds de dy dx
dX aX dX
Ydr dydsz ds
Ay, = o—c—lz ————~d2Y EIX 3
= Ydx dydx ds
dr7. arl,  di
¢ dx dy dx ds
dX dX &X
YTz dy deds
N D ) G 3
=\ *dz dy dsdx
dl.  dL a7
® dx 3; ds dx

dY
d7,

dz

arX
Y

ds da
d*7

ds da
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Les équations (8), (g) et (10) donnent de suite

A+ A+ A= EZ—A— = M;
da dx
c¢’est-i-dire la formule (4).
La premiere des équations (2) est ainsi établie parfaitement, les
deux autres s’obtiennent de la méme maniére.
Par une application répétée de ces relations, on trouve de suite

; dm—*-m"""‘"[A f(X,Y, Z)]
s da™ db™ dc™" .
(11) ?

. dm—*—m’—i—m”[A'/‘( X, \” Z) ,_:an (X, Y, Z) 'J/",(X, Y, Z) Z/}L'(X, &’ Z)] )

daxm d},m’ dzm"

a™ pm' em” ,
; - dans le déve-
20..MmLTL20..0 T .2.00I0

Pour avoir le coefficient de -

loppement de A f(X,Y,Z), il suffit de supposer @ =& = ¢ = o, dans
cette formule (11). Or, dans cette supposition, il vient

WX ax_ax
dz dy — 7 ds T 7
av_ oAy oav_
de — 7 dy T 7 ds T 7
. di _ di
;[;-—0, "CE—-O; 3‘5‘—17

donc A =13 de plus X ==, Y =y, Z = 5, en sorte que ce coelficient
est égal

qu—m’-&—m” {‘/‘(,E’ 7, z) c?rrz ( z, ;'}’, :) .\pm.'(/r, ‘),, :) xm"(w’ ‘.y’ z )l
dxm d}/m' dzm" 2

comme nous I’avons annoncé.

Je terminerai par la remarque suivante. Dans le Tome 54 du Journal
de Crelle, M. Heine a déduit la formule de Lagrange & I'aide du calcul
des variations. Cette démonstration peut étre généralisée facilement,
de maniere 4 obtenir la formule que nous venons de démontrer, le

Ann. de I’ fic, Norm. 3° Série. Tome II. — Mars 1885. ‘13 .
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déterminant fonctionnel A s’introduisant alors de la maniere la plus
naturelle. Mais les formnles (2) et la formule (11) qui s’en déduit
immédiatement paraissent assez remarquables en elles-mémes : c’est ce
ui nous a fait préférer la méthode plus élémentaire que nous venons

de développer.



