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SUR LA

RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE

DE DEUX COURBES POLAIRES RECIPROQUES,

Par M. Mauvrice p’OCAGNE,

INGENIEUR DES PONTS ET CHAUSSEES.

1. Le probleme de la transformation des propriétés relatives a la
courbure par la méthode des polaires réciproques a été traité pour la
premiere fois par M. Manuheim (). Pour le cas des courbes planes, ce
savant géometre emploie la méthode suivante : il considére la conique
corrélative K du cercle osculateur C en un point de la courbe donnée,
conique dont on sait exprimer le parametre en fonction du rayon du
cercle C; comme on connait d’ailleurs I'expression du rayon de cour-
bure en un point quelconque de la conique K en fonction de son para-
metre, le probleme est résolu. Cette solution est simple assurément,
mais celle que nous allons donner ici, et quine le lui céde en rien sous
le rapport de la simplicité, a, en outre, I'avantage de ne faire appel &
aucune propriété particuliere des coniques, en sorte qu’elle permet,
par la marche inverse de celle suivie par M. Mannheim, d’établir la
formule qui donne le rayon de courbure des coniques en fonction de
leur parametre. Elle a encore I'avantage de se préter & une généralisa-
tion facile lorsque la conique directrice, au lieu d’étre un cercle, est
quelconque.

2. Soient M et M" deux points correspondants sur des courbes c et ¢/,
polaires réciproques par rapport & un cercle de centre O, w et ® les
angles formés par les rayons vecteurs OM et OM’ avec un axe polaire

(1) Journal de Liouville, 2 série, t. XI, p. 193; 1860.
Ann. de ' Fe. Normale. 3° Série. Tome 1V. — Ocronre 1887, bo
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quelconque, ds et ds’ les arcs infinimenl petits des courbes ¢ et ¢’ en M
et en M’, R et R’ les rayons de courbure correspondants.

1l suffit de remarquer que la normale en M a la courbe c est parallele
a OM’ pour pouvoir écrire

. ds
R= Tt
De méme,
. ds
T dw
Done
ds s’

RR' = = NN/,

dw doy
N et N’ étant les normales a cet & ¢’ en M et en M, respectivement li-
mitées aux perpendiculaires élevées en O aux vecteurs OM et OM'. Le
probleme est ainsi résolu sans nul effort. Nous écrirons cette formule
comme suit :
N N

(l) o T — I.
‘ RR

On peut alors la comparer & la formule analogue pour la transfor-
mation par rayons vecteurs réciproques, qui est

NN
(?‘) i‘{‘—f‘l?, = 2.

. TN
SiI'on pose MOM'= «, on 2

) /
N_OM . OM
cos Ccos«

et
OM OM' cosoz = r2,

rétant le rayon du cercle directeur. La formule (1) devient alors

I{RI: —
cos®o
(Vest la formule obtenue par M. Manoheim.
La formule (1) montre que, si, pour une courbe rapportée a un péleO,

la projection du centre de courbure sur le rayon vecteur divise celui-ci dans
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un rapport constant ('), la polaire réciproque de cette courbe par rapport
@ un cercle de centre O jouit de la méme propriété. Cette proposition est
susceptible de nombreuses applications.

3. Les formules (1) et (2)donnent immédiatement le rayon de cour-
bure de la podaire ¢, d’une courbe ¢ par rapport & un point 0. En effet,
soit ¢’ la polaire réciproque de ¢ par rapport & un ccrele de centre O;
celte courbe ¢ est inverse de ¢, par rapport au méme cercle. Donc

5: ‘Lﬁ,’-— et N!_J_N_Tl—g.
RR ™ R ™7
d’olt
. RN,

4. Supposons maintenant que les courbes ¢ et ¢’ soient polaires ré-

ciproques par rapport « une contque ¢ centre quelconque k. Soient o et

o’ les angles des vecteurs OM et OM’ avec P'axe focal de la conique £,

et 0’ les angles des tangentes zet 2 ac et ¢, en M et M/, avecle méme
8 8

axe. On a . "

R= i—[%, = 227

Mais la direction z étant conjuguée de la direction OM’, on a
tangftange' = const.;

d’ol, en différentiant,

a9 sine' n sin6 _
7 cosO cosw’ ’
c’est-a-dire
sin20
df = — doy’ ——;
g © Sinsw’’
de méme,
A — — d sin26’
- sin2w

(1) Poir, au sujet des courbes jouissant de cette propriété, un article de M. du Cha-
tenet dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (p. 233; 1886).



316 M. D'OCAGNE. — RELATION ENTRE LES RAYONS DE COURBURE, ETC.
Substituant dans I'expression du produit RR’, on a, par la méme re-
marque que précédemment,

sin2w sin2 o’
4 RR'=—= —/———"_— NN’
(4) sin2fsin26 ?

formmule qui généralise (1).
5. Dans le cas de la transformation parabolique, on a, en appelanty

et ' les ordonnées des points M et M” comptés a partir de 'axe de la
parabole et p le parametre de cette courbe,

r

col.G:%, (.,01,@/:%’;

d’our 1 7
1n2 o NSy
zl@:-ﬂ_r_’_f;f_li_, 2 — — Sin jj dy
D’ailleurs,
W

ds = SZ‘Z’G’ ds'= Silé 17 °
Il vient donc alors
(3) RR'= — £~

Sin? 0 sin® G’
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