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SUR LES ELEMENTS

COURBURE DES COURBES ET SURFACES,

Pan M. §. MANGEOT,

PROFESSEUR AU LYCEE DE TROYES.

e e Al

Je considere une quadrique el une sphere tangente, et j'imagine le
cone qui, ayant son sommet placé en leur point de contact M, passe
par leur courbe commune. Ce cone est du deuxieme degré. On peut
voir que celles des sections normales de la quadrique, au point M, qui
touchent les traces du cone sur le plan tangent, ont leur rayon de
courbure ¢gal au rayon de Ia sphere; sile cone est en contact avee ce
plan, aréte de contact devra coincider avee une tangente principale
de la quadrique. On conclut de T ces deux regles

1° Pour avotr les centres de courbures principauz et les tangentes
principales en un point simple M’ une quadrigue définie par son équa-
toon, i suffit d cxprimer que, par U intersection de la quadrique et d’une
sphere la touchant en M, on pewt fuire passer un cone ayant son somimel
en M et tangent a la quadrique. Le centre de la sphere el Uaréte de con-
tact du cone avee le plan tangent sont un cenlre de courbure principal el
la tangente principale correspondante de la quadrique.

2° Pour avoir le cercle osculateur en un point ordinaire M de la courbe
d’intersection de dewr quadriques définies analytiquement, il suffit d’ex-
primer que, par ' intersection de chacune delles ayec une sphére la tou-
chant en M, on peul faire passer un cone ayant son sommet au point M et
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tangent a la courbe en ce point. Le cercle commun awx dewx spheres atnsi
détermindes est le cercle cherché (').

Je suppose maintenant que l'on veuille résoudre les deux meémes
problemes sur des surfaces quelconques. On pourra, pour cet objet,
remplacer chacune de celles qui ne sont pas des surlaces du premier
ou du second degré par une quadrique ayant avee clle, au point que
I’on considere, un contact d’ordre ¢gal ou supéricur a 2 : car, st deux
surfaces ont entre elles un tel contact, clles admettent, au point de
contact, les mémes directions principales et les mémes courbures prin-
cipales, et, d'un autre coté, quand deux surfaces ont respectivement
un eontact d’ordre au moins égal & 2 avee deux autres surfaces en un
de leurs points communs, la courbe d’intersection des deux premicres
surfaces a le méme cercle de courbure, en ce point, que la courbe
commune aux deux autres. Or, si

f(.L', _y‘, 5) )
est 'équation ponctuelle d’une surface, et si &', y', 5" sont les coor-
données d’un point non singulier de cette surface, on obtient Péqua-

tion d’une quadrique particuliere qui la touche en ce point, le contact
étant au moins du second ordre, en annulant la fonction

2@ g =) g =) g [ S 9,
ne=1

¢’esl-i-dire en ne conservant, du développement de équation de la
surface suivant les puissances enticres et positives deax — 2/, y — y/,
5 — 5, que les termes qui sont du premier et du second degré par
rapport 4 ces différences.

Veut-on, par exemple, connaitre les rayons principaux, al’origine O
des coordonnées supposcées rectangulaives, de la surface A qui corres-
pond & 'équation

e¥ — ¢¥ — sing = 0?

(1) SiTune des deux quadriques sc réduit & un plan, le cercle osculateur est I'inter-
section de ce plan avec la sphére relative & Vautre quadrique.
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On peut, & cet effet, remplacer la surface A par la quadrique qui a
pour équation

ou
2(x—y—35)+a?—y*=o,

et appliquer i cette quadrique la regle énoncée plus haut. Une sphere
la touchant au point O est

2= yr - 52 0p (2 —y —5) = 0;

le cone ayant comme sommet ce point et comme directrice I'intersec-
tion de la quadrique et de la sphere est

2?4 yrea- 52— p (2= y?) = o.
Pour qu’il soit en contact avec la quadrique, ¢’est-a-dire pour qu'il
soit tangent au plan @ — y — 5= o, il faut prendre p= == /3. Les

centres de courbure principaux de la surface A sont done les centres
des deux spheres

a? ey st 3 (2 -y —3) = o (V).

(') Pour avoir les rayons principaux d'une surface, on pout aussi faire usage du théo-
remo suivant, facile & démontror :

Quand une quadrique et une sphére sont tangentes, le rayon de la sphere et les rayons
de courbure principaux de la r/lm(ll'[r/mf, ai point de contact, sont proportionnels a lu
racine double et auxr dewx autres racines de ’dquetion dite équation en A relative aux
dewr surfaces rapporices @ trois axes coordonnds quelconques, ) étant en multiplicateur
devant les coefficients de Udquation de la quadrique.
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