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SUR

LES SURFACES SYMÉTRIQUES
PAR RAPPORT A U CONE DE RÉVOLUTION,

PAR M. S. MANGEOT.

Je conviens de dire qifune figure a la symétrie absolue par rappor ta
une surface, qu i peut dégénérer en courbe, lorsque les symétriques
de chaque po in t de la figure par rapport à la surface appar t iennent tous
à la figure, ou, ce qui revient au même, lorsque tous les points- de la
figure qui sont sur une même normale que lconque de la surface sont
deux à deux symétriques par rapport au point d ' incidence de lanor"
mâle.

Je me propose de déterminer, relat ivement à trois axes de coor-
données rectangulaires Ox, Oy, Oz, toutes les figures r f q u i o n t la sy-
métrie absolue par rapport au cône de révolut ion T sa t i s f a i san t à
l 'équation

,^ lâ+y2=:^2ta^g2y.

Les points (Fune figure rf situés dans un plan méridien quelconque
du cône sont deux à deux symétriques par rapport à chacune des deux
génératrices du cône comprises dans ce plan. Je dois supposer l'angle 2 y

kde ces deux droites commensurable avecTc. Soit y= — T c , / r et m étant
deux nombres entiers donnés premiers entre eux. Désignant par u et v
les deux expressions

^ ̂  i^~^y\ ^ — H/^+y^



'^ ! ! S. M A N G K O T *

on x, y , z , sont les var iables coordonnées. Je pose, si /// est i m p a i r .

:/^ %^^ , ^-r^^^

et, si m est p^ir,
^7 ,̂. pi" //s1...,.., ̂

< îp=w x='1;1^^

ç, y, ^ sont trois fonctions ra t ionne l les de ̂  y, ̂  qui H^ït entiers
dans le second cas.

Un poin t (^pjo» ^o) de l'espace, non s i tué sur 0^ N^det ix mné-
triques par rapport an cône r; les symétriques de ccux<i pîir nippon

•a ce môme cône, etc., tonnent un système (xde points m îWîîihre e^ii
a ^ ou à 9. m, selon que m est. pair on i m p a i r » Ce système pe»t, être
déf in i p a r l e s Irois f o r m u l e s

y:-:;9.,, ^•=1"^, ^^^.H

dont les seconds membres désignent les valeurs que pre r tne i i t te?»
premiers q u a n d on y r emplace .t*,y, js, par ^o^.T^» ^o : (ul e(lei, le5%
trois surfaces représentées par ces é q u a t i o n s ont m ou ^m points
communs suivant que m est pa i r on impa i r , et ces poin ts , dont Fîm e^l
le po in t («r^ jo, 5,,), sont deux à d e u x symétriques par rapport , î iu
cane T-

Une f igure ^est un ensemble de systbmcîs [JL»
Pour que le système d é f i n i par les trois fo rmu ie s qui précedenl. ̂

dé])lace en engendrant une surface oïl une courbe» il f au t et1 }1 '^ î î l l i l . 1

que les trois1 paramètres ^o»j<p -So varient en reMaiitamijetth II t î t ie
ou à deux 'condi t ions/D'après cela, les surfaces S qu i admet te î î t la sy-
métrie absolue' par rapport au cône F peuvent être représentées par
Féquat ion» indépendante de k^

0) 1 , ^ , ^ / (?.X< ^)^o,

ou/Cç, y^ ^) est une fonction a rb i t ra i rement choisie de Oy ^, ^•q11^
soit d é f i n i e 1 pour .y^oyy^o,; et les courbes C qu i jouissent de la
même propr ié té ' sont les intersections des surfaces 8 deux h d e u x » ou
les sections de ces surlaces par les plans méridiens do cône»
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Aucune des surfaces S ne doi t passer par l'axe du cône, à moins
d'être décomposable. Celles de ces surfaces qui sont algébriques cor-
respondent, si m est i m p a i r , aux équations entières

„.— / / / m _ o î î t \ 2/'
(2) V(^,,^(^+^)^^--^^ F^(^^)^^

wà \<lt \/x2 4-y2 /

et, dans le cas contraire, à celles-ci

( m^ m \ r

( 3 ) Y ( uv V ^^^— ) F, ( ,z, y ) == o,
^~ 9. l \/£1 -h y2' /

en dés ignan t par/.», y, r trois nombres entiers quelconques posi t i fs ou
nuls, et par F), (^y) w polynôme entier quelconque en xety, homo-
gène et de degré À, ou une constante quand À est nul .

Je suppose que l'on fasse tourner un polygone régulier convexe P^i
de m côtés a u t o u r de l 'un de ses apothèmes, placé sur ( ) z , le centre du
polygone étant au poin t 0. Le cône r est l 'un des cônes de révolu-
tion T^ décrits par les rayons du polygone. Les surfaces S et les
courbes C auront la symétrie absolue par rapport à chacun des
cônes r,^.

Quand m est pair , les cônes T^ décrits par les apothèmes du poly-
gone sont différents des cônes 1 ,̂ et une surface représentée par
l 'équat ion (i) aura la symétrie absolue re la t ivement à chacun des
cônes r^ et T^ si elle est symétrique par rapport à Os, et seu lement
dans ce cas.

So i tK^ le solide engendré pa r l a rotation du polygone P,^. C'est un
type de corps qui possède, d 'une manière évidente, la symétrie absolue
par rapport à chacun des cônes F^, T^. I l n'admet; pas d'autre surface
de symétrie absolue que ces cônes. En effet, si un po in t ayan t /pou r
coordonnées ̂ y, -s se déplace sur une surlace de symétrie absolue du

,. , ,, , , . f dzY / dzY ciz dz , .solide K^, les deux expressions \ -7-» •+- \ j, j •> x -^ -t-j ̂  d o i v e n t
être ident iques à deux fonctions ayant les formes a -h ^ i , a^ 4- f^/, ou /'
désigne x2 +y•î et a, ?, a^ , f^, des fonctions rationnelles de z qui sa-
Usfont, si m est pair, aux condit ions ? (z2 — A2) = i , f^ (^2 -— À2) == z,
et, si m est impair, à celles-ci : (3 === o, a ==== a, 2 ̂ (s -— À) == ï , a et h
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étant deux constantes difîerentes de zéro- On en eoricint que te
point (.^,y> -s) doit vérifier réquation

,(,+?,) (^+^-.)-(a,.-p,<)(^ .-,... ̂  - ^,) ..;« o,

dont le preroier membre est une fonction d(* ^ et de s q u i n'est p:is
ident iquement nul le , car le coefficient de ^ ou celui de l ne H ' e v n n m ï i t
pas. La surface doit donc être de révolution au tour de 0^» et, le p«dy"
gone P^ devant alors avoir la symétrie absolue par rapport h la seelhu»
de cette surface par son plan, il est nécessaire que cette Heet iou smt.
formée des axes mêmes du polygone*

f/équation (2), quand m. est i m p a i r ^ e t , d a u ^ l e cas contraire, réqua-
tion (3), où r reçoit des valeurs de même parité, peuvent être regardéeH
comme déf inissant toutes le^ surfaces algébriques qu i admet teul le^
surfaces de symétrie absolue du sol ide K/^ au t res que len j î l a î î ^ |».îjs:^îinj
par Faxe de r é v o i d î i o n d î i so l ide ,


