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SUR I’APPROXIMATION

FONCTIONS CONINTUES PERIODIQUES
PAR LES SOMMES TRIGONOMETRIQUES LIMITEES,

Par M. Maorice FRECHET.

1. Tehebichelf (*) a montré que, étant donnée une fonction continue
quelconque /() délinie dans un intervalle donné (@, b), il existe pour
chaque valeur de ~ un polynome de degré 2 qui est plus voisin de /()
dans I'intervalle (a, b) que tout autre polynome de degré . Sa mé-
thode, perfectionnée par Kircherberger (*), se trouve exposcée en loute
rigucur dans les Lecons surles fonctions de variables réelles de M. Borel,
auxquelles nous aurons encore i renvoyer dans ce qui suil.

Nous commencerons par énoncer sous une forme plus générale les
résultats obtenus par Tchebichell. 11 suffit de quelques modifications
aux démonstrations developpées dans les Lecons de M. Borel (p. 83-92)
pour obtenir cetle généralisation qui constituera la premicre Partie de
ce Mémoire. Au conltraire, nous nous ¢earterons dans la seconde Partie
des raisonnements de Tchebichell et nous appliquerons les résultats
obtenus en choisissant comme fonction approchée non plus un poly-

(1) Bulletin de la Société physico-mathématique de U Académic impiriale des Sciences
de Saint-Péiersbourg, 1. XVI, 1838, col. 145-149. Mémoires de ! deaddmie impériate
des Sciences de Saint-Pétershourg, 11X, 1859, p. 201-291.

(%) Inaugural-Dissertation : Ueber Tehebychefsche Annahenungs-methoden, Gitlingen,
1902,
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nome, mais une somme (riconomeétrique de fa forme

Oyt Gy COSE 1 Bysine b g o8 - By singe.

1 est Cailleurs probable que les modifications introduites dans
notre premicre vartie aux énonces de Tehebichell permettratent ausst
de les appliquer dans d'autres cas interessants (7).

PREMIERE PARTIE.
GENERALISATION DE LA METHODE DE TCHEBICHERT.
2. Soit /() une fonction definic et bornée dans Vintervalle (a, b).
Soit d’autre part &, une famille de fonetions continues de o

Sy Ly hyy evon bp)

dépendant de p~1 paramétres 7., oo, 7, (4), et 3 Pensemble de
toutes les fonctions de @,, 7, ..., 5,, .. .. Nous supposerons seulement
aux fonctions S les proprie(es suivantes :

I. La somme ou la différence de deux fonetions de i appartienta 3,
. Lorsque p reste fixe, |SCx, %, ..., '/.’/,) S Ry ey 1] tend
vers zéro, uniformément par rapport & x, lorsque la plus grande des

quantités [N, — Ayl ..., ]“A’P — | tendl vers zéro dans (a, b).

HI. Lorsque p reste fixe ef que les A varient de facon qu'on ait en

(1) Cet article est lo développement d'une Note de Vawleur, Swur Uapprozimation des
Jonctions par des suites trigonométriques limitées ( Comptes rendus, o1 janvier 1gos ),
Aprés la publication de cette Note est paric an Mémoire de J, W, Youse, intitulé
General theory of approximation by [functions involving o given number of arbitrary
parameters, dans le numéro de juillel 1907, p. 3351, des Transactions of the American
mathematical Society. Cel inléressanl Mémoire esamine le probleme actuel o un poinl de
vue analogue el le géndralise en faisant intervenir des opérations lindaires. Mais los
raisonnements employés el les eésultats oblenns sont asser différents des notees ponr que
le travail actuel ne fasse pas avee lui double emploi.

(*) Tehebichell prend en particalior pour famille 3, Uensemble des polynomes do
degré p.
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tout point de (a, b)
[S(x, Ay v ey 2p) [ <M (M nombre fixe quelconque),

les A restent bornés dans leu. ensemble.

Premier Lemme. — Sous ces hypothéses, on voit d’ abord que
| f(2)y—8(x, Doy evny hp) |

a une limite supérieure déterminée m( Ly, ..., N,) lorsque, les ) restant
Jexes, x varie dans a, b. La quantité m(hy, .., )20 a elle-méme une
limite inféricure p.2 o lorsque, p restant fixe, h,, ..., A, varient de fagon
quelconque. St la limite . est altecnte powr une fonction S(x, kg, ..., k,)
de 3,, nous dirons que S(x, ky, . .., k,) est une fonction d’approximation
de [(x) dans 3,. Le probléme de Tchebicheff consiste a déterminer sl
extste au moins une telle fonction et, dans ce cas, 'l en existe plus d’une.

En se reportant a I'Ouvrage cit¢ et moyennant les hypotheses 11 et
ITI faites sur les fonctions S, on verra sans difficulté (p. 83) qu’il en
existe bien au moins une et ceci quel que soit p.

Les deux lemmes qui vont suivre servent & décider s’il en existe
plus d’une.

Drvxiiye Leasie. — Nows supposerons maintenant gue la fonction f(x)
est continue. St Lon se reporte a U Ouerage cité, on constale que, st
S(x, by, ..., 1) est une fonction de 5, el st o est un nombre positef asses
pelit, on peut former une suite de nombres crovssants a, 5, 5., ... 5, |, b
Jouissant des propriélés suivantes :

Soit A" Uensemble des valeurs o' de x telles que v(a') = m | en posant
v(x)= f(x) —S(x, L, ,.., L) ct appelant m le maximum de |y(x) |
dans (a, b)| et sott A" U'ensemble des valewrs 2" telles que y(2" ) = — m.
Sotent de plus L, ..., L, les intervalles contigus deétermines par les

nombres a, & et b, Ceet posé, tous les o' sont dans des intervalles 1. dont les

indices sont de méme parilé; les o sont dans les intervalles de parité dif-
Jerente de la precédente et d y @ aw moins un o ow un o dans chague
Il

intervalle 1. De plus, les nombres 2 dyférent de plus de ¢ des nombres o
ou o"; el il en est de méme de a quand |y (a)|=Em et de b quand
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|y ()| = m; enfin lon a
. m ’ Lon P s
r{ S s d e A Pl 4 Ol o ¢ .
y ()] > " poui la | < | [0
On peut ajouter que, siy est une fonetion périodique de période
(b — a) et g pair, il est impossible que [y ()| Pane des extre-
mités a, b.
Ceci étant, on pourra choisir dans chacun des intervalles L, un
nombre o; tel que
)’(OZ,):EITL, .}’(aﬁ) = EM, y(ad) gm, sevy ,)'(7-11) - "("“!)‘l“f‘ m
avec e = == 1.
On aura

- P - " N -
Aoy < gy <l oty < ¢y, ceey < Cyprloy b

et, dans le cas particulier oft ¢ est pair et v de période (b

), on
aura certainement

a-== oy, oy =7 b,
Trowstine Lewne. — Soil maintenant
SOy Ty vovs By)
une fonction de 5 telle que le maximum m, de
/() = S0t han eees D))

dans (a, b) soit inférieur ou simplement égal @ m. On voit qu'il existera
une fonction de §
Y()s=e[8(@, hay by oouy hy) = S, by ooy 1))

telle gu’ on ait

(1) Y(oy)Zo, Ylay) o, bley) o,

‘e

Q.UATMEME LEMNE. — Soit w (2 ) une fonction de @ continue, jamais ne-
gatwe et telle qu’on ait

wlar) - A

(A nombre positif fizxe), quel que soit i, vérifiant 'une des inégalités

0
N alll e

“
j —-of| < 2 on B
2 2
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Supposons qu’ on puisse déterminer une fonction o (x) satisfaisant @ ces
conditions et telle que, quelle que soit la constante v, la_fonction

(2) Q(z)=n(rx—E)...(x— &= ) n(x)

sott une fonction de 3.
Si l’on prend pour 1 un nombre asses petit en valeur absolue et d’un
stgne convenable, on verra (loc. cit., p. 85) que la fonction

Rix)=Q(x)+S(x, by ..., )

est une fonction de § telle que le maximum de | f(x) — k(x)| soit infe-
rieur a m.

Le dernier lemme est destiné i faire voir comment varient les fonce-
tions d’approximation e fonctions variables.

Cixouiine Lemme. — Socent T,(x) et T,+ AT, deax fonctions d’ap-
proximation dans §, de deux fonctions f(x) et g(x) telles qiion aut
dans (a, b)

|/(z)—g(z)|<e.

St lon n'a pas |AT,(x)| <2 pour tous les points de I'un aw moins
des intervalles W (o o) (1=1,2,...,¢ — 1), onvoit (loc. cit., p. go)

qu'tl existe allernativement un maximum ow un minimum de A'T,(x )
dans chacun des intervalles

(aly a;,), (a‘u D)y LA AR ) (al/—‘_'“ (/-1/)'

On peut méme ajouter que, si y = | f(z) —T,(x)| estde période 2w
et ¢ pair, le méme genre de démonstration prouve que, si 'on n’a
pas AT, ()| <=2z pour tous les points de 'un au moins des inter-
valles I, ..., U, ou H,(a, =) ou H, (=, b) (lesquels ne sont pas
réduits & des points), le résultat précédent s’applique encore en ajou-
tant & la suite des intervalles (o, ay), (%, 2,), ... les intervalles
(2yery 2+ b —a), (2, 2,~+b—a). 11 y a donc dans le cas général
au moins ¢ — 2 et dans ce cas particulier au moins ¢ minima ou
maxima distincts de AT,(x) dans (a, b).
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DIEUNIEMIE PARTIE.

APPLICATION DES RESULTATS PRECEDENTS AU CAS OU L ON PREND

COMME FONCGTIONS APPROCHEES DES SOMMES TRIGONOMETRIOUES.

3. Prenons en particulier pour fonetions S des sommes (rigonome-
triques limitées

S(.’T', -/.(), 7.“ -)\2, seey -/.2/1-‘)

) A (P COSa =+ hgsine) .o A= (Foy vos b 4 Lasinhoy,
9

et supposons @ == 0, b = 2w,

Ces fonctions satisfont évidemment aux propri¢tes 1, 1F que doit
vérifier toute fonetion 8. Quant i La propricte T elle resulte des for-
mules connues

o a7
Lo ) Lo
oy == = / S cosra dr, Py o / Ssinrade (r— o, k),
T )
T o

ot Pon dedutt, si

S|<M, parle théortme de o moyenne,
| Zgpq ] = 2 M, | 2gp] =7 2 M (r o, 00 k).
Il en résulte que dapres le premier lemme s sf /() est une fonetion
| . .
définie et bornce dans Uintervalle o, 25, il existe, powr chague valear de

Uentier n, aw moins un systéme de on -1 nombres w,, w0, ¢,y ..., ,, ¢,
tels que la limite supéricure p. duns (o, 27) de

[/(2) = (ttg =+ w0y OS2 -1 oy sine - .. w, cosna ¢ysinne )
sott au plus égale & la limite supcricure m dans (o, 27 ) de

[ /(&) — Ay Ay eosa - B sing 4. .. \jcosne 1 B, sinne],

ot Ay, A, By, ...,

» A B sont on -1 constantes quelconques.
Nous appellerons alors la fonetion

m .
Uu() =ty 11y cosar 4. .. -1 0, 8in e
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une somme rigonomeélrique (Z’apj)rox[malion de [ (m) d’ordre n.
S’tl exuste deux telles fonctions

T.(z) et K,(x),

tl en existera une infinite.

En effet, toutes les fonctions

H(z)=cos*oT,(x)+sin*9K,(z),

ol o est une constante quelconque, sont des sommes trigonomé(riques
d’ordre n; on a -

|/f(z)—H(x)|=]cos*¢ [ f(x) —Ty(2)] +sin*e [ f(z) — K.(2)]| T p.

Donc, quel que soit ¢, H(2) est une somme trigonométrique d’approxi-
mation de f(x) d’ordre .

4. Nous allons maintenant déterminer un cas ou il existe une seule
fonction d’approximation en appliquant les deuxitme, troisiéme et
quatrieme lemmes au cas ot /(x) est une fonction continue.

Sous cette condition, on peut appliquer le deuxiéme lemme et
former un nombre fini ¢ 'intervalles L,, L,, ..., L, jouissant des pro-
pri¢tés indiquées, relativement & une somme (rigonométrique déter-
minée :

F.o(z)=Ay+ Acosx + DBsinxe ...~ A cosnz + B,sinnx.

Soitmle maximum de | f(2) — F,(a )| dans (o, 2m). Je dis que, s’il
existe une autre somme d'ordre n, G,(a), telle que le maximum m,
de | /(x) — G,(x)| soit =, le nombre ¢ des intervalles Lest < 2n + 1.
En eflet, d’aprés le troisicme lemme, il existera une somme trigono-
métrique Y(x) = a,(x) — F,(x) vérifiant les relations (1) en nombre g,
qui entraine 'existence d’au moins ¢ — 1 racines égales ou incgales
de Y(z). Or y(x), étant d’ordre 2 au plus, admet au plus 22 racines
égales ou inégales (non congrues, module 27). Donc

(=1 20n.

Ann. Fe. Norm., (3, XXV, == Fiviasg 1608, 7
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5. Inversement, appliquons maintenant le quatri¢me lemme @ une
somme trigonométrique quelconque 7, (x) telle que e nombre ¢ des
intervalles L correspondants soit~ 2z -+ 1. Supposons dabord ¢ im-
pair : ¢ = 2A —+ 13 alors Pexpression

(’ CI) ‘in ("' . ) ] ..

\ .

Q(r)==1

sin

sin ‘ ,)hll) _‘.]
\ "

estune somme trigonomatrique d'ordre 2, comme on le voiten mettant

z :-
. T S PR L ) e
chacun des /4 facteurs <sm St tgin = ") sous laforme

. Eure—— Ean s . Cop b Con g
B e e T R

A

) /

et en développant. D’autre par(, on peat mettre Q () sous la forme (o)
en posant

z ”

Jorsque a est distinet de 2, ..., ':_,/ o 0

Ev)ow B ~ By ) (B Epin)e ..
(f==a,0, ooy g — 1)

On voit que () est une fonetion continue de a5 de plus, si 5, est

e . (E
Sll)(-«» ) s”,(.,/‘)
3 >

la_ plus petite des quantités positives ——.—-" of Soom atra,

. <) T n
quel que soit @ entre o et 2w

20,
() Py Dy g

Done o () satisfait aux conditions du troisibme lemme; par snite, en
prenant v assez petit en valeur absolue e d’un signe convenable, on
obtiendra une fonetion

Rir)e= Q(r)y+7,(x)
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telle que le maximum de | f(x) — R(2)| dans (o, 27) soit inférieur
aumaximumde | /() — Z,(2)|. OrQ(z) étant d’ordre £ sera, daprés
I"hypothese, au plus d’ordre n, ct, en prenant v assez petit, R(x) sera
certainement du méme ordre que Z,(x). Done Z,(x) n’est pas une
somme (rigonomdétrique d’approximation.

Supposons maintenant ¢ pair: ¢ = 24 < 2n -+ 1 el admettons main-
tenant que f(x) soit une fonction peériodique de période 2. Alors, nous
prendrons

Q(x)=nm [sin %Sin (_’_‘Tﬂ )]

Lo fa—EN L [ —Ey\
sin ~—+)ml : e
2 2

On verraencore que Q(.x) est une somme trigonométrique d'ordre A.
La fonction w () sera encore une fonclion continue jamais négatives;
mais elle sera nulle pour x =o0 ou 2=. Sculement | /() — Z,(2)]
étant une fonction de période 27 el ¢ pair, les extrémités o, 2w n’ap-
partiendront ni & A’, ni 4 A”. Alors, d’apres le deuxi¢me lemme, on
aura

>

L Sy W\ . [,
sm( 2 )sm =4 ’) .
" 2

|| >0, || > 9, |2 —oa' [ >3, [oam— o’ | >3;

[ SR Ke?)

done les incgalités |z — o’ | < = ou

o | O winont o~ %
X — o l<; entrainent x> 5
b)

etam — x> -

Il en résulte qu’elles entrainent aussi
AR
o (x) = sin Z) PrPu--e Pyo1-

Donc o(a) vérifie les conditions du troisieme lemme et Pon arrive
a la méme conclusion que précédemment. .

En résumd, que g soit pair ou non, st f(x) est une fonction continue
et de période 2, il faut, pour que L,(x ) soit une somme rigonomdétrique
d’approximation d’ordre n, que Uon ail ¢ > 2n 1. D'ailleurs cela
suffit, car, s'il existait une somme d’ordre z distinete de Z, et dillérant
moins de f(x) que Z,, on aurait ¢Z2n -1, comme on Pa démontré
plus haut. '



5o MAURICE FRECHET.

7. De plus, nous avons vu que, pour chaque valearde.r, il existe au
moins une somme d’approximation dordre 2 qui, dTapres ce (qui pré-
cede, correspondra it ¢ > 2n - 1. Mais nous avons vu aussi que, 87l y
avait une autre somme d'approximation, on aurail g <on 1. Done :

St f(x) est une fonction continue el de période o, el noun enticr quel-
conque, ity a une somme trigonomctrique d ‘ordre n
T (ar) e wy - g COST | ¢y ST o b 1 COS I v, Sinnr
qui approche plus de f(x) que toute autre somumne lrigonometrique

d’ordre n. Autrement dit, quelle que soit la somme trigonometrique

dordre n:
Bp(a)= Ay -+= A cosa 4 Bysine -+ oo b Ny eosne -+ B, sinnar,

le maximuam de | /() — F, ()| sera supérieur (et non pas égal) au
maximum de | () — T, ().

8. Appliquons maintenant le cinquicme lemme et soient f(r),
g(x) denx fonctions continues de peviode om telles que, quel que
s0it @,

(3) | /) — gty e

Daprés ce qui precéde, a chacune d’elles correspond une somme
trigonomeétrique d"approximation ovdre e bien déterminée 1, (a ) et

Tou(a) 4= AT, () == (g -t Aurg) 4 (tey -+ Atey) cosar -+ b (0, - Aey ) sinn .
Je dis que la correspondance établic ainsi entre [(x) et 'V, (a:) est con-

tinue, autrement dit, que Pon peat choisiv & assez petit pour que
I'on ajt
(/I) ’A”u|<'flp [A’HI"‘:TH !A"l I' iy ey fA"nl‘V?. Tiy
lorsque, /() étant fixe, () vérifie inegalite (3).

En effet, appliquons le cinquiéme lemme en remarquant que les

intervalles 11; employés sont, indépendants de g(x). D'aprés ce lemme,
on aura [AT,(z)| < se en tous les points d'un intervalle 11; non réduit
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& un point. En effet, dans le cas ou ¢ est impair, si 'on n’avait pas
[AT,(2)]| <=2& en tous les points de H,, H,, ..., H,_,, AT, () serait
une somme trigonométrique d’ordre n au plus qui aurait au moins ¢ — 2
maxima ou minima distinc(s. Dans le cas ou ¢ est pair, si 'on n’avait
pas |AT,(x)| < 2¢ en tous les points de 'un des intervalles H,,
H,...,H, ,, H, AT,(2) aurait au moins g maxima et minima distincts.
Or, dans les deux cas, la dérivée de AT, est ordre n au plus, elle a
donc au plus 2n racines et, par suile, ou bien ¢ serait impair et au
plus égal & 2n+ 2, ou bien ¢ serait pair et au plus égal & 2n. On
aurait donc dansles deux cas ¢ <2n -+ 1. Cela est nnposmhh%, puisque
T, est une somme trigonométrique d’approximation d’ordre n. D’autre
part, nous savons que les seuls intervalles qui pourraient se¢ réduire
a un point, I, et H,, ne Ie font pas si ¢ est pair et /de période 2

Cecr étant, pl‘(*nons dans chacun des intervalles H;, 2n + 1 pomls
distinets 2", ..., 2, . D'aprés ce qui préecde, AT, () pourra " éerire
sous Pune des formes $;(x) obtenues en donnant & 7 U'une des va-
leurs 1, 2, ..., ¢ — 1 sl ¢ est Impair, o, 1, ..., ¢ sl ¢ est pair, dans

la formule

/o Nl . )N (0 P Pl
. X — . XL — . J—r . X Ay,
h=2n-+1 Hlll(*—-——L)'*-Sln <_.. . h ‘)Sll]< /101) .. 81N (...__.__._.__.2'141)
\ 2 2 2 2

N ()
bi(z)= N uy! -~ - ~ - - ~ ’
et .l — iy L — . [yl — L fag =2
P Sl!l( ) h )---Slll{ /1 /1 -1 ‘illl h /1;-1)”-“]’( Nt 241
\ 9 / ' 2 2 y 2

avee |y | < 2.
Sil'on développe Y; () sous les formes suivantes :

h=2n-1
! N (f) A LY oy ((,/1) «; ) (1,0 oy T
bi(z) = 2 [APP +APM cosz + BPY sina +4-. ..+ A))" cosna + B sinnz
h=1

=AY AV cose+BY sineA4-... 4+ AlY cosna 4 B sinne,

on voit que les quantités A", B%" sont indépendantes de la fone-
tion g(z). Comme il y en a un nombre fini, leurs valeurs absolues
sont inférieures (quels que solent ¢, r, £ dans leurs limites respec-
sont inferien Is quc nt h dans leurs limites respec

a un méme nombre one, on a ls que soient 7, rdans
tives mn bre P. Done, on a (quels que sotent ¢, r dar
leurs limites respectives )

[AP] < 2el,  BY < ael.
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Comme AT, () est identique i Pune des fonetions (), on voit
/

qu'on aura bien les inégalités (4) en prenant e 5o

0. Limite de somumes (rigonométriques d approxcimation d ordres

crotssants. — Soit f(x) une fonetion continue de perviode 2w Quel que
soit Uentier 7, e¢lle a une somme trigonométrique Capproximation
d’ordre nbien doterminée T,(x)y; soit w, le maximum de | /Ge) T, ().
D’apres la définition de T, (a), on a

(S VYU P P

Les nombres p, tendent done en décroissant vers une limite "o, Cete
limute est nulle. En cffet, soit

So(@) == a4 (et cosr 4 bysina) oo (ay cosna by, sinnr)

la somme des 2 premiers termes de Ta série de Fourier de /(). On
sait (') que la somme trigonométrique d'ordre 7

—_ 7/1.5",(.1’) i (n Vsl b s, L)

A " - '
converge uniformément vers /Ce), Done, e maximum e, de
| /() — o(a)] tend vers zévo. Or, dapres la définition de T, (),
Ve = 772

Ainsi, la suite des sommes (rigonometriques d’ approximation d'ordres

crotssants de [(a) converge uniformement vers [(z). Bt méme elle
converge au moins aussi vite que la somme o, () de Fojer.

10. 1T en vésulte immédiatementque les coefficients de la somme tri-
gonométrique d’approximation d’ordre n o de [(r) tendent respectioe-
mend et uni formément vers les cocfficients de Fourier de [ ) lorsque n
tend vers Uinfini. En elfet, on a

Ere
T

I ” ) ]
R p / [ Talay — fleyeospadr;

fly

(Y)y Poir . Lenuscun, Lecons sur les séries trigonomdéirigues, p. gfi-o8,
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done
ltp—a,| << 2,

et de méme
lvp—ep|<<2pp.

Cette propriété amene i se demander si les coefficients de T,(2) ne
seraient pas exactement égaux aux 2n -1 premiers coefficients de
Fourier de /(). Mais il est évident que cela est impossible, puisque
la serie de Fourier de /() ne converge pas toujours vers /().

On pourrait alors se demander, pour éviter cette objection, si les
coefficients de T,(z) ne seraient pas ceux de la somme ,(x) de
M. Féjer, lesquels tendent aussi vers les coelficients de Fourier. 11 n’en
est pas ainsi et 'on peut méme répondre par la négative a cette question
plus générale : Est-ce que les coefficients de 'V, (x) dependent seudement des
an 1 premiers coefficients de laserie de Fourier de f(2)? En effet, s'il
en ¢tait ainsi, lasomme d’approximation d’ordre n, T,, de /(z) serait la
méme que celle de s, (@), somme des n premiers termes dela série de
Fourier de f(2). Or, la somme dapproximation d’ordre 2 de s,(x)
est évidemment s,(x) elle-méme. On aurait done T, (2)==5,(x), ot
nous avons vu que cela est impossible en général.

Il en résulte en particulier que T, (&) n’est pas identique en général
2 o,(2) et, par conséquent, qu’on a ., < rn,. Ainsi, la suite des sommes
trigonomélriques d’approximation d’ordres croissants d’une fonction
continue periodique [(x)est une suile bien déterminde, seule de son espéce
el qui converge um‘formc'm.(:n,é vers /( x) /;/us 17//;17(/(!//‘1(:/1,5, en géncral,
que toute aulre suite de sommes trigonomélriques d’ordres croissants et cn
particulier que la sucte des sommes o,(x) de Fejer.

11. Calcul des coefficients d’ une somme trigonométrique { approxima-
tton. — La recherche de la somme trigonomdétrique d’approximation
T, (x) dordre 2 d'une somme (rigonomdétrique limitée o,(x) peut
étre évidemment ramence & un probleme algébrique en  posant

x . . 4 . . .
{ = tang ~ Si, dautre part, o,(2) est la somme de Fejer de f(x), les

coelficients de T2 seront aussi approchés qu’on le voudra de cenx
de T, (x) en prenant p assez grand. Ceet revient a dire que si Pon sail
calculer les coelficients de T)”” on saura calculer ceux de T, (). Donc :
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Stune fonction continue de période o est donnee de fugon qu'on sache
caleuler ses coefficients de Fourier, la détermination des sommes (rigono-
métrigues d'approxanation de [Ca) wexcgera, en outre, que des opera-
tions algébriques.

12, Application aux: fonctions harmonigues o Cinterieur d un cercle,
—Sotent V(a, y), V, (e, v ) deusc fonetions harmonicques et regnliores
alinterieur d'un cercle G prenant sur ee cerele une suite eontinue de
aleurs f(2), 8,(%). St V,(, y) estoun polynome, 8,05 sera une
somme (rigonometrique limitee Fordee o égal au degre de v, o e
maximum de |V, (e, y)— V. i Vintérieur de G sera éual an masimum
de [S,(9) = f(o)] sur . Done s Kant donnde une fonction ¥ (., y )
harmonque et régulicre dans un cerele G et continue sur G, il caste,

pour chagque valeur de ny un polynome harmonique de degré n, 1, qui
approche plus de (v, v) dans que tout autre polynome harmontyue
de degré n [ cest-t-dive el que Te maximum de [T, (e, ) Vi, )
dans Gsoit plus petit que celui de [V, (e, vy Vo) || De plus,
pour n five, la correspondunce ainst” établic entre N (v, vy et 1,00, )
est continue., Cest-a-dive que, si Ve, vy tewd uniformement dans € of
sur Gyers une fonction analogue W, v ), les coeflicients de T, v)
tendront uniformément vers cenx du polynome de degri o (UL Corress

pond & W(z,y).



