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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

FONCTIONS CONTINUES SANS DÉRIVÉES
FOÏIM:KEB

AVEC LES ITÉRÉES MINE FRACTION RATIONNELLE

PAB M. GASTON JllLIA

Introduction. — L'étude des séries du type S^,,R^(^), où les ̂  sont
des constantes, et les R/, les itérées d 'une fraction ra t ionne l l e l î (^ ' )
[voir (7. IL A.cad. Se., 1<SO et 1 M, et Acta M.€ithematica, I,. 5(*> (Mémoire
sur la convergence...)) m'a. conduit; , de la façon la plus naturelle, à un
type très général, de f o n c t i o n s continues sans dérivées, dans lequel
figure l 'exemple célèbre que Weierstrass a, le premier , donné de ce
fait. On s'est borné ici aux fractions les plus s imples^ à savoir les frac-
tions rat ionnelles à cercle fondamenta l régulières de la première
espèce.

On a porté son, attention d 'une manière tonte spéciale sur les anté-
cédents successifs d'un point double (ici. le point 4-1) situé sur le
cercle fondamen ta l C, lesquels, on le sait (voir n° 1 du présent
Mémoire), ont pour ensemble dérivé la circonférence entière.

En considérant les valeurs de

S(Z)=^^R^(Z)
o

Awi. Éc^ Norm^ 1 3 ) , XLVUL •— JANVIKK n^î, î
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a^.r antécédents consécutifs (Tordre p y Z'^ et Z.f' yai encadrent un
point ZQ arbitraire de <3, on voit d'abord que Z,^ et Z^' tendent vers Z,>
pourp== oc, on évalue soin mai rernent Fordre infinitésin' ialdcjZ^1—Z.,^ |
et de | S(Z''f") — S(Zi.^) J d'où l'on déduit;, sous certaines conditions; que
le quotient dilférentiel devient infini avec^p au point Zy.

1. Soit R(Z) une fraction de degré r/, ratiormelley à cercle fonda-
mental (°[ |Z |=ï l , régulière et de première espèce (vo i r Principe
géométriques d'Analyse, Ï, p. 58, a, et aussi, Acia^ t. 56y p. 160, n° 7).
Elle admet deux points doubles attractifs a et p symétriques par rap-
port à(2[a=R(a) ; \s= R^a)) < î] et d— i points doubler répul-
sifs situés sur G. Sans restreindrela généralité, on peut supposer
que -4-1 en est un [B.(4- ï ) ==4- h ïV(+3£)>i] , J'ai démontré mi-
leurs [voir Mémoires sur l'itération des fractions rationnelles (J. de. Jnr-
dan, 1918, n°21) et Principes géométriques (l'Analyse^ 1^ p » 93, i^1}
que sur e on a IR^Z)^^! tout au moins lorsque ) a [ est asse%
petit ( ^ ) . Les antécédents successifs d'un poinl. q u e l c o n q u i * de (3
forment un ensemble dénombrable admellant tou t po in i ('le c" yonf
point l imite. En eflet, lorsque Z décri t un arc q u e l c o n q u e (Z^ Zy ) de €'

dans le sens positif, de longueur o, K,(Z) décrit un arc V:l,(Z,),i^(Z,)^
dans'ie sens positif^ dont la longueur est ^^S. 'Par conâéquent,
quelque petit que soit (Z^Zs), son conséquent d'ordre n est, pour n
assez, grand, plus long^que la longueur de Q, recouvre tout (?, et par
conséquent renferme an moins ï antécédent d'ordre n de+ i . C'ea

,; sur ces antécédents que nous allons porter notre attention. Le point .+. î
; possède^ur e ( d — î ) antécédents'd'ordre un ^ distinctsde liii-même
,-[R<^)='+-ï,, tî^i]. Nous les numérotons t^ Ç^ .. ^ L-i dans,
l'ordre, où , nous les'rencontrons, à part ir 'de •+-1 'dans , le 'sens positif
.chacun des arcs j^, ̂  ..., ̂  est < ̂  Considérons, en par-
courant C dans le sens positif, deux antécédents consécutifs d'ordre n
de +i ce sont dans l'ordre, deux points Z^ tels que

R/,(ZO=.IUZ.)=~M,

( î ) Lorsque Z =R(^) est fonction rationnelle à cercle fondanmUal € ( j 7 î •• !- ï )
régulière et de première espèce, cwc l'arôme ci r/n/lnl pour pom/^^^/^
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et tels que entre Z, et Za il n'y ait aucune racine de B,,(Z) == •+-1.
Désignons par 8 la longueur clé F a r c Z i Z a décrit comme nous l'avons
dit dans le sens positif. Lorsque Z décrit cet a r cZ^ iZ^ 1,L,(Z) décrite
dans le sens positif, un arc allant de 4- i à +i, c'est-à-dire exacte-
ment une circonférence entière, tandisque les points R(Z)y Ba^Z) , . . . ,
,l:î/,_i(Z) décrivent des arcs de longueurs o . i y o^ . .., o,,_,y tous infé-
rieurs à une circonférence : en particulier I{,^i(Z) décrira un arc
compris entre deux antécédents d'ordre un de +1;, consécutifs sur €
[,1{,<(Z) décrivant un arc de longueur 2r. on aura o/,== 'AT. ^> k " o ] .

2. Envisageons la série

0) S^11^^ avlec 1 ^ ] < 1 '
0

Elle est un i fo rmément convergente sur (3 et y réprésenle u n e fonc-

attractifs^ on a {loc. c i l . ) sur C^ | R/(,£;; | >• k >" i. ExaminoliS le cas où les points

attractifs a etp =-r- ( ,1 a | << i) sont distincts de l'origine et de l'infini. On
^ 1 ! 1 1 1 ! ̂  ' ! ! ! , !

ramène au cas précédent par la transibrination

// -- a
i — a z '

U ---. a

Alors U ( /< ) ad'm et les points dou'hîes allractifs a et p

On a

et expression analogue jïour ——

D'où "

av
dît.

(.J

Le point est extérieur a €\ il est alors cL'm" que, lorsque a est assez



A GASTON .HJUA.

tion S(Z), fonction continue de Z on de l'arc 0, abscisse cu rv i l i gne
de Z sur e[Z=€!Q]. Montrons que sons certaines cond i t ions (l'iné-
galité pour &, c'est-à-dire, si b assez 'voisin de i, S(Z) n\'i de dérivée
finie par rapport à Z ou Ô en aucun point de (5. Nous ferons le ça le ni

, par rapport a Z,puisque ," a en tout point du cercle une l im i t e f in ie
S/' y^ > -„. H ( y \

qui est i^0 et nous montrerons que le rapport — .̂.«^ nVde
limite finie en aucun'point 7J du cercle lorsque 71' tend vejs Z'-

Deux cas sont à distinguer :
i° Le point envisagé est antécédent d'ordre n de + r ;
-2.° Le point envisagé n'est pas antécï^deîit de -4-1.

3. ' PREMIER CA.S : Le point envisagé est antécédent (F ordre n de -4- i*-
—• Appelons-le Zo. Il est clans alors^que R/,(Z^)==4-x ent ra îne
K n + K ( Z o ) = + ï po113^ 'tou.t K>o. Nous appellerons Z/, l 'antécédent
d'ordre n +p de 4-1 qui se rencontre après Zo lorsqu'on décrit (2 dan^
le sens positif. Evidemment Z/, -•••> Z<, lorsque/^ ->• ce. On a I^..Mv(Z^)-=- -l1"1" ï
pour K^p ^> i niais R/,+K(Z/,) ̂ z+ i pour o^K <^.

voisin de zéro, -=" est assez loin pour que le1 rapport entre le minimum ci'le
'1 1 1 , , 1 1 y- • 1 1 , , ^ /! ! ! / 1 . 1 1 1 1 ^ ! ! ^

maximum de la distance de -_r à un1 pômi'qiielcônqae'dii cercle € soil, > y (ïi
1 . 1 ' : 1 ! • 1 ' 1 1 1 1 1 - ; , , ! ^. 1 - . ' ' ! . • 1 1 1 1 1 1 1 ' ! ! , • ' Al

'par; suite, lorsque. Z^) estfixé, 'on. peut disposer'de a'daxiâ un certair» cercle de
;centre •O /pour11 que, la'substitution1 traïus formée [// \V]1 possède1 'la •pro'iïrtéié

d^avoir, sur CL une dérivée —— '>fik'^>ï.
. , 1 1 , . 1,, 1 i , \ 1 du ! : ! . . / .

1 1 ^ /,, II est également clair que, %(^) étant •fixée, oîii pourrait aussi choiâir^a aâse^
1 1 1 .voisin-du cercle 1^21i pour que, 1 , 1 ' 1 ' 1 . 1 , 1 ; 1 1

soit en certains points z du cercle €^ arbi t ra i rement .pel i t , c'est-'à-dire pour (HK*

en certains points u de <2 on ait ! -,— <i; la restriction imposée ô a n'est donc

pas ûrtificielle^ si l'on veut que —- 1 , reste parloi.i.t 'sur € > /^ > x . J
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Alors
n^-p~.-ï

^" [. •"[x \ ̂ p ) -- ^[x { ̂ o ; J ~t- ̂ r^i [ -n,,,+̂  ( /^ ) — .î ^( 2 ) S(Z,)-S(Z,)== ^ ^[B^(Z,) -- Rix(Zo)]~}-..&^^[R,,,^(Z^-.i].
IJ.r=(»

Donc
?l-41-/-'--• 2

(3) S (Z/;) • S (Z,,) j > [ h |-"/^ 1 R,,,̂ , (Z,) -,.^.,. :i [ - ̂  | ̂  [u. | K^ (Z,)...-.-, 1^, ( %„) !,
p .̂:o

à, condition que la S qui. figure au deuxième membre soit infér ieure
au premier lerme de ce deuxième membre.

4. Or, .R^..,^,,(Z^) est un antécédent d'ordre un de 4- î , c'est •E^
puisque :B,,,̂  (Z,) ==4- î . Donc | R/,,,,,.,̂  (^) — ï | est la corde de Fard
iCi décrit dans le sens positif pour aller de 4" i à d* On a vu an té r ieu-
rement que chacun des arcs ï^, Ï:̂  . . . , ̂ ./ï est < ^7T. 11 en résulte
que, en désignant par a la longueur de cet arc i^, on aura

. cr . o"
( •D /^ \ 1 a sm "" S l ï i —
l^+^-i (^ ; ""- î | ;>- •2 o- TT——————————_ —- „.„„.„..„-...„........ -,.-...,-,„ •] avec; o < - <" •:• *

, t <71 ! ' '" ' 1 1 1 " "^ 2 ^ /<

2 2
^ r c j ^

.1.1 en résulte que

et par suite
. 7Tsni,

-H/,,.i..y,.,̂  (%^) ..-. 1 1 == |Ç,, — j | :,::, A cr avec ——-.1 <-' A <-- T
TT

Kemarquons que A et a ne dépendent que des coefficients de H(X)
et nullement de n,p ou Zo.

Le premier terme du deuxième membre de (3) est alors
> h j/"1^-1! A-7.

5. Considérons, dans chacun des termes de la £ suivanle, la dif îe-
^nce 11^(^) - l^(Zo)[ avec o^^n ̂ ^ - 2. C^t la. corde de 1/arc



6 GASTON, .IUUA.

décrit par R,(Z) lorsque Z v a deZ, à Z,, elle est inférieure à cet arc,
lequel est lui-même désigné par 5p,.

Donc ^ . .
| B^(%,) - IVZo) i < ̂  , P0 1 1 1 1 0 = ̂  s rt 4".^ "' 2'

D'autre part, lorsque Z décrit l'arc Z% B/n^ (X) décrit l^arc ï/C, ̂  a,
c'est-à-dire

Et puisque, comme on l'a vu, on a ^,> ^'o, i l /v iendra
y ,̂-l-; .̂1^ ̂  ^.^

-De même, pour o^y^n+p — 2, lorsque Z décrit l'arc IV^^U^)
le point B,H^^ (Z) décrira l'arc iT== ^ Par cônsequeot on a aussi

^,4../,.,^^-.l3^,^çr^

c'est-à-dire

(4) (p.r:=0, I1 , ^, . . ., //. -r-// -1 ••S).

En définitive
tL -{-//—• /<, 4-^ •••••" a

^l^^R,^Z,)-R^(Z,).i< ̂  i^^^^ S ̂ '^
[i==0

c'est-à-dire

^S::0

'"î^2 o- ! ^Â- 'l^-^1-11 — ï i^)»-^1-1 !^ I /. j^i R,(Z,) ~ •a,(z,)|<1 ̂ ,̂ 1^^^^^^^^^^ < ̂ ^ .
^^0 ' . 1 ; 1 • 1 ' 1 1 .

Donc
(5) S(^) - S(%o) | >^| ^ |-^1 [.A ---^

en supposant, bien entendu, A > .--.-j^-^—5 c'est-à-dire

(6) ! 6 | Â • > : î 4
ï

" A '
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6. On a d'autre part
[ Z^— Zo | == corde de Farc Z(,Z^== corde de 3 •< ô «< ,^^";^-i'9

Donc
^^ >n-/.r^-^].

Or, avec l'hypothèse faite,

le deuxième membre devient i n l i n i lorsque p tend vers r i n f i n L Donc
S(Z) n\.i pas de dérwée en Zo, le quotient ditÏerentiel devenant, i n f i n i
lorsque Zp tend vers Z<,.

Nous reviendrons toul à l 'heure sur la discussion de la condition (6).

7. DEUXIÈME CAS : Le point ewùagé n'est pas antécédent de + ï » •••"•"
On peut alors, pour chaque indice n, le comprendre entre deux anté-
cédents d^ordre n de 4- iy consécutifs sur <3; et lorsque n augmente
indéfiniment, à cause de PS <; 21:, 8 é tant l'arc qu i sépare les deux
antécédents envisagés? les deux antécédents précédents tendent
vers Zo. Nous les appellerons Z^ et Zy, omettant r indice n qui rappelle
que ce sont des antécédents d'ordre //- de +-1. On a alors

I{/.(Z] ) :-;::••: 'H/.(Z;J =.1:-: -[••• i |)(H!i' /' <: / / .

Les deux points lî/,,,..,.,, ( Z i ) et lS,/....,,,j(Za) sont deux, points consécutifs de
la suite 1 ,^5 • . * ? ^-i tonnée des antécédents d'ordre un de 4" i. 11
vient, par conséquent,

n — 2

,) .- S(X,,) --!^ h"-\ H;,(Z.) - lî;JXJ | ..I- //"-1| IS/,..i(/.,) - IVi^.)S ( ZJ -.-..-.-. S ( Z, ) := ̂  ^^- [ 1^, ( Z, ) - lî  ( Z, ) ] .-h b1^ [ î{^, ( Z, ) -- H/,.,, ( Z, ) :|.
0=0

8. S désignant toujours l'arc Z i Z y y l'arc 'B^.,(%i)Ïîîj.(Z2) sera. c^ et par
suite,

| ^u, ( ̂ i ) -1"-- .B^ ( Zii ) | < ûy, pour o $ fx ̂  n • •• îï,

En désignant par a^ l'are R,^i(Zi)B^,,..^(Za), qui est, conime nous
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l'avons,dit, l'arc compris entre deux certains -points consécutifs de la
suite i, tn . . . , ̂ o on aura,1 évidemment, S/,̂  == a, $ lorsque Z décrit
l'arc ^compris entre :I^(Z,)etl^(Z,)lepointlV.^^ ^
compris entre R/^ (Zi ) et ,H.«,.,,i (Zss).

Donc : ,, „.
. ' 1 1 1 1 1 ê^k'^-^^a-^ ,'pour O ^ F ^ / Î — ' ' s ( à^ ̂ r: ô ),

c'est-à-dire

D'où l'on tire

^ ! . <Ji\ •û^<,,^^^^^^^^^^^

/l—3

- , : ^ | b |^| R,(%, ) .-.. B^Z,) | <^ I ̂  |̂ :.?l:-:a ::1- ̂ "î2 1 bh

• yt.=:o , ^ , [^^o °

et, comme précédemment,
//. --••• 2

,, ^i ! ̂  l7 1 '1 -1 1 1 '1
:::ii l'-^Hr:::"-,11^^^[M,(Z,)-^...1^,(Z,):

D'ailleurs J K ^ i ( Z i ) — ïV..i(Z./)| représente la corde de l'are r?^
lequel étant un des'arcs 1^1, Ci ^2? " * * ? ̂ i î y^era <^ •~ ; par suite^cîîî
raisonnant ;comïûeâu^n° 4poulrll(yll,\o:n aura' 1 , 1 , , 1 1 1 [ 1 1 .

: 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 " 1 1 1 ;' 1 - 1 : ' ' ! ! 1 1 1 1 . ^ . 1 1 ! '1, . : 1 ! ! 1 1 1 1 , , 1 1 •. • ' . ! 71 . ! ! • ^ 1 . '1 1 • ! ! \ 1 1 1 . ,\ -1 -:• . 1 1 . 1 1 1 ; / 1 1 ; 1 1 1 ! ! ! , 1 ; , 1 . ! ! ! ! Sîîl •y 1 . 1 , . ' !

; ^ .. , 1 1 \ , ' , 1 1 1 ^ 1 [R^i(^i) —B^i^Zayi^Ai:^:, \ 'avec——^CA^CI. /
1. •:-. . 1 , 1 1 1 1 1 ^ , 1 1 " 1 1 , ; 1 1 ; 1 1 1 1 . ' 1 ; 1 - 1 : 1 1 1 . , ; ' :1 ' ^ 1 1 ' : 1 1 1 : - ' 1 1 1 ï 1 1 1

lien résulte
. : , , : ; 1.', . ,;..::. l^l^.^R^CZ,),-!^

9. En définitivey on aura

|S<ZO~S(Z,) I>A,^ |^I -^ f^^^^j^^^^^ ^

eïr supposant11 Ai > pr—:—.9 c'est-à-dire[ \) \ /i '"— i

(7) | . | / ->,-,- , .
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Comme d'ailleurs
[ Z) —- Z^ 1 == corde clé Farc Z, Z:;=== corde de ô << r3 < y—"?

on aura

^^-{^-^^^^ .
S(Z,)^-S(Z,)_ ^.^.

9

Sous l'hypothèse (7) faite précédemment, le deuxième membre
devient in f in i avec n, donc S(Z) n'a pas de dérivée en Z^, le quotient
différentiel devenant muni lorsque Z, et Zy tendent vers Zo à la manière
indiquée, en comprenant entre eux le po in t Zo, ce qui n'est possible
que siy en Zc,y le quot ient dillérentiel est lui-même inf ini , à la l imi te .

10, L'analyse précédente montre que S(Z) n'a de dérivée en aucun
point du cercle lorsque \b\k est supérieur au p lus ^raïul des deux
nombres i + "r et i "+- — • Mais on a. vu (rue •"r et -r1- sont tous les deux

.A, A. i A, ,/V ]

compris entre x et.———• II suffira donc que l'on ait

W b\k> , , + " .
, . 7T/<• s i ri .-

pour que S(Z) n'ait de dérivée en aucun point de (î.

H, Mais il, f aufc^ d 'autre part, que b\<^î pour qu'on puisse consi-
dérer S(Z) fonction continue sur 0, il faut donc savoir si (8) est com-
patible avec | b\ <^ ï .

Il faut ponr cela que j +• —77— soit < x , et l'on choisira alors b de
^ . TTÀ'"' s in y

manière que
(9)

/•:' ,„ . TT1^ Slï'i .-

et l'on aura pour/toutes ces valeurs de b une, fonction S(X) continue
sans dérivée»

Ânn. Ec. Norm.f (3), XLViIl. — JANVÏI-;K ï93i . ' 2
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Envisageons la quantité

, f(k) == ! + —7r—— pour k > ,i.
. " ' ' />• / „ . 7T A

A'2 sin ,-
n

Puisque —r— décroît lorsque k croît, /(A) décroît constamment
. • 7TA' sin y/c

lorsque Z: croît de i à -h x/, et/(4- c^) == o. Il existe dôoc une valeur
&^> i telle que /(^o) == I et llne seule. On devra avoir Â-> ̂  pour
que (9) soit possible, {11 est immédiatement visible que 2 < A-,, < ;k j

.Par conséquent une fraction quelconque ' ( î (X)à cercle f o n d a m e n t a l ,
régulière^ de,première espèce,.pour laquelle 11^(^)1^^ ^o sur (^con-
duira à une S(Z) sans dérivée pourvu que b 'satisfasse a (9). On a une
formule (9) très, maniable en prenant Z:==3. On prendra, une M(Z)
telle que |B/(Z) \>3 sur (3 et des b tels que

<:)+ 27T</3

""'ÏT"""""'"""
^ ' _Ly ,..-•" | / / ,.•-' (-^

Est-il, possible d'avoir des l î C Z } du type précédeni'?

12. C'est évident avec les remarques suivantes*
• Prenons une fraction rationnelle p(Z) quelconque, à cercle fonda-
mental.C,régulière et de première espèce [ elle1 est du type classique

^ofî ̂ _^
...JLJL i — 'a^L

n.-sl

les dn étant intérieurs .à Q et Tes an étant .les conjugués des (in • y pour
laquelle Ip^Z)!^!^! sure.

L'itérée p^»(Z,) d'ordre? de p(Z) est une fraction du. même type pour
laquelle, en vertu de
p^Z^p^Z)?^). . y(Z^,) , ' avec Z^ p,(X) [/•-:::•:: i, ̂  .. ̂  (p ......... i) •|,

on a sur C
Ip;^)!^.

, Par conséquent, pour p ï p , on aura X^> ^o> et (9) deviendra p<tô-
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sible en •prenan t R (Z)=?F / , (Z ) et Â'^X^ Par exemple, on pourra
'prendre p^p^ tel que X^^>3 et H(Z) == p/,(Z) avec

ojLl^O^K,.

13. Généralisation. — Soit Ïa/, une série absolument convergente.
Alors

S(Z;:=]^</,JU^,

est une fonction continue sur c?. En ra isonnant comme aux n^?, 8, 9,
on aura

/ / 1 1 1 - - 2,
S ( Z, ) .•-..- S ( Z, ) =^ r/,, [ î^ ( Z, ) --.-.-.- H ;, ( Z, ) ] 4- a, , [ H,,.,,...., ( %, ) .^.^ 1 ^/, „, ( Zj .

|̂ 0

Pour la première partie du deuxième ïïîerxibre, on aura
1 / 1 n—Ï 1 1 . . , ' , ff-Ï. .

^ 1 «, 1 1 R,(Z, ) - R,(Z,) < ̂  ̂  | «,[/,.== ̂  ,,„,
0 (JL==0

en posant, pour abréger
//.

^=yi^i^-
Pour la deuxième partie, on aura

|^^.. . . , |[B.,-.-,(ZI,̂,.,., | [ R,,,..., ( Z, ) ~ R,,.,,, ( Z, ) | ̂ : A,, o., [ a,,,, | := A, a, sf^^^.

Et par suite
| S(Z.,) - S(Z,) [ > ——[A, (.9,.., - ̂ ) .^^y^-,1 1 , ^ 1 ' ^ ^

[ Z., - Z,

avec

Donc
s(z;•2_^lzi)y. ,.. 7. • A.,1^,-,,,1--— (i.-i~ ./\.)^.^,.
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Il n'y aura donc de dérivée en aucun point du cercle si
lim [Ai.^1--- (i + Àj.)^^3]==:îo (aussi bien pour A.i que 'pour A,)*

Ceci n'est possible que sî li.m.s'/,== oo.
, ' 1 1 . ri, ss oo

14. La condition précédente s'écrit encore

( ï 0 ) , înn [ Ai | a,, 17^ --.- ,̂,̂  ] ̂  cîo. ,

Or, le crochet précédent s^écrit

avec, comme on sait,
|̂ | [A,..-^

\£(n )/>"".

. îî
sl1^ A-̂ -, <^ , . <^ ^ (égalité exclue).

k

II suffira donc d'avoir à partir d 'un certain rang
. TTsin ",'

' ( 1 1 ) . , . - '^,<- _1
• , . . - • , . 1 ^ 1 ^ n 1

11' , \ 1 1 ^ 1 1 : ,/ \ - 1 1 . 1 1 1 1 , 1 , 1 1 , / 1 1 ' T! 1 1 1 ' ^ !

pour être sûr que la limite envisagée (10) est infinie.
^ ! ! ! ! ! 1 1 1 1 1 .1 7 7 1 1 1 1 1 ! . : 1 1 1

! ! 1 , , . , Slll j ! 1 1 • 1 ! 1 ' 1 , 1 ! \ ! ^ ! ^ , !

En effet, puisque—— î l < i, on aura

Donc

et, par récurrence
et par suite

Donc aussi
lim | a^l/c^^oo
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il en résulte (10) car (i :i) entraîne

A,, | a.n \ Z1" — ,<?/,̂  > | an \ k'1 A.j — ^ ?

efc le deuxième membre devient inf in i puisque A, ^> y*
Mais d'autre part il faut aussi, pour que l'exemple soi t .bon, que SjaJ

converge et (11) n^y su f f i t pas car il ne fournit: qu 'une limite inférieure
de | a,,\ en fonction de .̂.-.,. Nous adjoindrons donc une deuxième con-
dition en imposant par exemple

(r2) 1< ^— < ̂  avec^>À= -7r- >i.
^ 1^ Â ^înî

/»

On a alors | ûn\ k11^ p-,y^.i efc par suite, comme précédemment,»

À.y, ( i. + ). )/^-l < | a,, \ k11' < p^ ( i 41- p.)^,

( ï3 ) ! 2 î̂4. ̂ ^^Y^ [,/, [ < ̂ .fifl. fi±^

Ceci impl ique une certaine régularité ide<î\a^ y efc entraîne la conver-
gence désirée pour S | a,,\ lorsque k^> i •+" p-.

i5. En délinitive, un choix des a,, satisfaisant à (ï3) [\Ço quelconqi,ie'|
à partir d 'un certain ran^, pourvu que /• '̂ > i + [i, f ou rn i r a une S(Z)
continue et sans dérivée.

La condition k^> i 4- p- équivaut visiblement a
71 ^

/ . -7TA's i n -r

car alors on peut choisir [x tel que
TT ^ ^ .^,_ ^,,,^^A--I.

À' Sl î l y"

Or, la condilion
7T

, . 7T/;• y. i r t _
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est/précisément la condition (9) à laquelle on a vu ("11° 1 î ) qiH,m satis-
faisaitpour /c>io. Avec un tel choix de k et des a.,, on peut trouver,
comme au n°ï2, une 'H(Z) convenable pour que la S ( % ) correspon-
dante soit sans dérivée.

w

16. Série de Weierstrass, —Bevenons à l'exemple Y//' lUZ) eisnj)-
(»

posons que R (Z)== y laquelle est bien régul irre oi do pnîinicre
espèce dans le cercle e\ | Z | = î ']. On a alors

S(Z)=^^7/\
î)

laquelle est la série classique de Weierstrass qui a fourni le premier
exemple de fonction continue sans dérivée. Ici

R'(Z)=:(/X'/"« et [W ^ d ^ r C .

On prendra k == d et il suffira que
1 7T_ . l ___ , ,/- ' /. „/ ,[.. ————— ^ ^ ^ ^ ^ j
" „ . ÎT ' 'd- SDI ~d

pour que l'exemple soit bon, et il l'est en part icul ier pour d^ ,3
<t^m^^^^^^


