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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

- LECOLE NORMALE SUPERIEURE

FONCTIONS CONTINUES SANS DERIVEES

FORMEES

AVEC LES ITEREES D'UNE FRACTION RATIONNELLE

Par M. Gasron JULIA

Introduction. — L’é¢tude des séries du type £a,R,(z), olt les a, sont
des constantes, el les R, les itérées d’une fraction rationnelle R(z)
[‘voir C. I Acad. Sc., 180 et 181, et Acta Mathematica, t. H6 ( Mémodre
sur la coneergence. .. )] m’a conduit, de la facon la plus naturelle, & un
type tres géndéral de fonctions continues sans dérivées, dans lequel
figure 'exemple céléhre que Weierstrass a, le premier, donné de ce
fait. On s’est borné ici aux fractions les plus simples, a savoir les frac-
tions rationnelles a cercle fondamental réguliéres de la premicre
espece.

On a porté son attention d'une maniére toute spéciale sur les anté-
cédents successifs d’un point double (ici le point +1) situé sur le
cercle fondamental &, lesquels, on le sait (voir n° 1 du présent
Mémoire), ont pour ensemble dérivé la circonférence entiére.

En considérant les valeurs de

”

S(%) _E ttn Rn(7.)

0
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auz antécédents consécutifs d’ordre p, LIl el L' qui encadrent un
point Z, arbitraire de C, on voit d’abord que Z et Ll texxdex’xf. vers Z,
pourp = =, onévalue sommairement l'ordre infinitésimal de Zr—7rl
etde|S(Z7) — S(Z/)| d’oul'on déduit, sous certaines conditions, que
le quotient diflérentiel devientinfini avee p au point Z,.

1. Soit R(Z) une fraction de degré , rationnelle, & cercle fonda-
mental C[|Z|=1], régulitre et de premiére espece (voir Principes
géométriques d’ Analyse, 1, p. 58, a, et aussi Aeta, t. H6, p. 160, n° 7).
Elle admet deux points doubles attractifs « et 3 symétriques par rap-
port & Cla=R(a); |s=R'(«)|<1] et d—1 points doubles répul-
sifs situés sur €. Sans restreindre la généralité, on peul supposer
que +1 en est un [R(+1) =41, R'(+1)>1]. Jai démontré ail-
leurs [voir Mémoires sur U'itération des fractions rationnelles (/. de Jor-
dan, 1918, n°21) et Principes géométrigues d’Analyse, 1, p. o3, »°|
que sur € on a [R(Z)[> k> 1 tout au moins lorsque || est assez
petit (). Les antécédents successifs d’'un point quelconque de €
forment un ensemble dénombrable admettant tout point de € pour
point limite. En effet, lorsque Z décrit un arc quelconque (Z,7, ) de €

R
dans le sens positif, de longueur 2, R, (Z)décrit unarc \ R,(%,), R, (Z,’))
dans le sens positif, dont la longueur est > £"5. Par conséquent,
quelque petit que soit (Z,Z,), son conséquent d’ordre n est, pour n
assez grand, plus long que la longueur de G, recouvre tout €, et par
conséquent renferme au moins 1 antécédent d’ordre n de 1. Clest
sur ces antécédents que nous allons porter notre attention. Le point - 1
posséde sur C (d —1) antécedents d’ordre un ; distinets de lui-méme
[R(C)=~1, (;z£1]. Nous les numérotons (,, {,, ..., L, dans
Pordre ot nous les rencontrons & partir de +1 dans le sens positif

/? G G AT .y,
chacun des ares 1Z,, 4, ..., {py1est < ——+ Considérons, en par-

courant € dans le sens positif, deux antécédents consécutifs d’ordre n
de + 1 ce sont dans l'ordre, deux points Z,Z, tels que

Ry (Zy) =R (Z,) ==,

(*) Lorsque Z=R(z) est fonction rationnelle & cercle fondamental @( 7! - )
réguliére et de premiére espéce, avec 'origine et Uinfini pour points doubles
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et tels que entre Z, et Z, il n’y ait aucune racine de R, (Z) =+1I.
Désignons par ¢ la longueur de 'arc Z, Z, décrit comme nous I'avons
dit dans le sens positif. Lorsque Z décrit cet arc Z, Z,, R,(Z) décrit,
dans le sens positif, un arc allant de + 1 & 41, ¢’est-a-dire exacte-
ment une circonférence entiére, tandis que les points R(Z), R.(%), ...,
R.—(Z) décrivent des arcs de longueurs ¢,, Cy, ..., 2, , tous infé-
rieurs i une circonférence : en particulier R.— (%) décrira un arc
compris entre deux antécédents d’ordre un de —+ 1, consécutifs sur C
[R.(Z) déerivant un are de longueur 27 on aura ¢, =27 > " 4].

2. Envisageons la série

(1) 2/}” R, (7) avee | b <1
0

Elle est uniformément convergente sur @ et y reéprésente une fone-
8 y rej

attractifs, on a (loc. cit.) sur G, | R'(5)| =+ & > 1. Examinons le cas oii les points

attractifs o et == = (|a|<C1) sont distincts de l'origine et de I'infini. On

R~

raméne au cas précédent par Ja transformation

T . U-—«
Alors U(«) admet les points doubles atiractifs o et 3 == .
On a
dU | 1 dU || dZ ] ez
du |\ d7 | dz || du
Or
ds | 1| e |? 1
du | |® e
o
Z

et expression analogue pour

dZ.

D’ont
N TN N PN
U ‘ B ///,| g (I/,I =
du oz " l iz 7 1
o 7

.,

. 1 L. . . .
Le point <»— —:> est extériewr & €1l est alors clair que, lorsque o est assez
o
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tion S(Z), fonction continue de Z ou de I'arc 0, abscisse curviligne
de Z sur C[Z = ¢®]. Montrons que sous certaines conditions d’iné-
galité pour b, ¢’est-a-dire, si b assez voisin de 1, S(Z) n’a de déricée
finie par rapport & Z ou § en aucun point de C. Nous ferons le calcul

par rapport & Z, puisque Ké a en tout point du cercle une limite finie
. - i ) S(Z/)»“S(le) )

qui est Z® et nous montrerons que le rapport ——fF—— n'a de

limite finie en aucun point Z' du cercle lorsque Z” tend vers 7'

Deux cas sont a distinguer :

1° Le point envisagé est antécédent d’ordre n de -+ 1;
2° Le point envisageé n’est pas antéciédent de 1.

3. Premier cas : Le point’ enyisagé est antécédent d’ordre n de - 1.

— Appelons-le Z,. Il est clair, alors, que R, (Z,)==- 1 entraine
| 0.

R..x(Z,) =-+1 pour tout K>o. Nous appellerons Z, I'antécédent

d’ordre n + p de -+ 1 quise rencontre aprés Z, lorsqu’on déerit € dans

le sens positif. EvidemmentZ, -~ Z,lorsque p -~ . Ona R, (%)= |1
pour Kzp >1 mais R, (Z,) 541 pour o " K < p.

.. . 1 . .
voisin de zéro, — est assez loin pour que le rapport entre le minimum et le

cl

. . I, . . 1
maximum de la distance de = 4 un point quelconque du cercle € soit = 7 ot
o : :

par suite, lorsque Z(z) est fixé, on peut disposer de o dans un certain cercle de
centre O pour que la substitution transformée [« |U] possede la propriéé
d’avoir, sur €, une dérivée

du

Il est également clair que, Z(z) étant fixée, on pourrait aussi choisir « assez

ﬂ\>/."‘)x.

voisin du cercle @ pour que

131
!
T+

N
_}_
Rl - | KU} -

soit en certains points 5 du cercle €, arbitrairement petit, c'est-i-dire pour que

. . R .. | dU . .
en certains points « de € on ait Tn < 1; la restriction mposée 4 o n'est done
as artificielle, si I . | 28], ]
pas artificielle, si lon veut que | ==\ reste parlout sur € = 4’ 1.
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Alors
ne-p -2
(2) S(Zp)—S (%)= 2 O [ Ry (Zp) — Ry (Z) ]+ 6m =1 Rppy (Zy) — 10
. =0
Donc

N2

()’) IS(Z/;) S(Z()) l > l b l""'/l_‘ll Hnrl-p——l (7‘/:) - I : - Z | [) il" ! P‘!L(y‘/’) - H._,,(Z”) Ta
[}

a condition que la X qui figure au deuxiéme membre soit inférieure
au premier terme de ce deuxieme membre.

4. Or, R, (Z,) est un antécédent d’ordre un de ~+ 1, ¢’est {,,
puisque R, (Z,) ==-1. Donc | R, ., ({,) — 1] est la corde de Parc,
1, décrit dans le sens positif pour aller de + 1 2 {,. Onavuantérieu-

TN ST PO 9T ,
rement que chacundesarcs 1¢,, 4,0, ..., {1 est < - Il enrésulte

/"Tn
que, en désignant par o la longueur de cet arc 1¢,, on aura

sin 2 inZ
r 2SI - St =
| Rn | (/-4/1) i | ] ) 2 % LT T
—= = e AVeC 0 <l =l e
arc 1, 2l z ? '
2 2
Il en résulte que
. T . T
S - S
) 0 s
R e
T ™
et par suite
. T
S 7
| Bripoy () — 1| = |C— 1] == Ao AVEE —— T A Ty
1
/..

Remarquons que A et 5 ne dépendent que des cocfficients de R(Z)
et nullement de n, p ou Z,.
Le premier terme du deuxiéme membre de (3) est alors

~/}/}I/1|/z "‘\0'.

5. Considérons, dans chacun des termes de la X suivante, la diffé-
rence | R, (Z,) — R,.(Zy)| avec ol p."n+p — 2. Cest la corde de Parc
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décrit par R,(Z) lorsque Z va de Z, & Z,, elle est inférieure a cet are,
. N , s ’ N
lequel est lui-méme désigné par o,.
Donc

e

[ Ry (%)) — Ru(Zy) | << 6y pour oZpn - p — 2.

P . /‘s'.,,
D’autre part, lorsque Z décrit Uarc Z,7,, Ry p— (Z)décrit arc 18, =0,
c¢’est-a-dire
an+/;—-3 -—=ag.
Et puisque, comme on 'a vu, on a g,> £*3, il viendra

Jonp=1 a < 7.

/M\ .
De méme, pour oZupSn—+p — 2, lorsque Z décrit Pare R, (Z,)R,(7%,)

<
le point R, pp—i (Z) décrira 'arc 10, = 5. Par conséquent on a aussi
/"11+/r—p‘—7~1 all‘ < g,

c’est-a-dire

(M r-)\:,‘< /TT;_/:U—'J_T ((J.:,:o, [ N 2).
En définitive
IH-/;-—;’ [N ] g ppeet
DO RLZ) = Ry (Z) | < D 1 s = //r/ 2 Lk,
=0 o=t o
¢’est-a-dire
net-p—2
" _ [ bk vty | & jreer
Lo ¥ Ry (7)) — Ry (Z 7 _ &
Eﬂ | Jl \ p,( ./) y.( o) ‘ < Jcrp ll)/"] " ) !b’;/.‘-— ’,
Donc
(5) 1S() = $(8) | >l [A et
[ Ok

- 1 ’ . .
en supposant, bien entendu, A > ——p—s c'est-i-dire
I T

(6) l}lzlﬁ->r+.,’\,..’
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NG

(5. On a d’autre part

P
|Z,— 7, | == corde de I'arc Z,7,== corde de d = § <2 Jnipi
Donc
S(Z//)—‘S(Zn)l e pp—1 !
/7 R R T v ¥

Or, avec I'hypothese faite,

le deuxitme membre devient inlini lorsque p tend vers I'infini. Done
S(Z) n’a pas de dérivée en 7, le quotient différentiel devenant infini
lorsque Z, tend vers Z,.

Nous reviendrons tout 2 I'heure sur la discussion de la condition (6).

7. Druxiime cAs : Le point encisagé n'est pas antécédent de -1, —
On peut alors, pour chaque indice n, le comprendre entre deux anté-
cédents d’ordre n de + 1, consécutifs sur C; et lorsque n augmente
indéfiniment, 4 cause de /"0 < 2=; ¢ étant I'arc qui sépare les deux
antécédents envisagés, les deux antécédents précédents (endent
vers Z,. Nous les appellerons Z, et Z,, omettant'indice » qui rappelle
que ce sont des antécédents d’ordre n de + 1. On a alors

Ru(Z) = (7)) = 1 pour Ak n.
Les deux points B, (Z,) et R, (Z,) sont deux points consécutifs de

la suite 1, ¢,, ..., L, formée des antécédents d’ordre un de 1. 1
vient, par conséquent,

S(ZI) - S(ZA_,,);::E /’!J'l H[,‘(Z,) - “:1,(7":.)7] k- {’”“'l l{/:-1<y‘1) - ”,,, 1(7‘2) I
=0

8. ¢ désignant toujours 'arc Z,%Z., I'arc R, (Z,)R,(Z,) sera 3, et par

suite
[Ru(Zy) Ry (Zy)| =6, pour o<l 2.

En désignant par o, Pare R, (Z)R,_ (%), qui est, comme nous
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I’avons dit, I’arc compris entre deux certains points consceutils de la
suite 1, ..., (4, On aura, évidemment, 2,_., = o, ; lorsque Z décrit
Varc 8, compris entre R, (Z,) et R,(%,) le point Ry, (Z) décrit Pare o
compris entre R,—, (Z,) et R, (Z,).

Donc o
Oy k1t <l o pour 0 Zpln - (8, 9),
¢’est-a-dire
[ T,
OU' = _/.;:"_.v 1- [}, *

D’ou l'on tire

n——3 -2 ] N

s r - o Ry T T Y ,
DPPIRG () — Ry (T | <X 0Py == s D10k
h==0 [0 ]

et, comme précédemment,

w2
Z/,:mr:{,‘('zl) Ry (7 ]| 2L
. !

D’ailleurs [R,_(Z,) — R, (Z.)| représente la corde de are 7,
, T G 9T .
lequel étant un des arcs 14, {,%,, ..., {41, ser2a < 7 par suite, en
raisonnant comme au n° & pour s, on aura
. . T
Sﬂl'/"_
[ Ry (Z)) — Ry (Z,)y | == Aoy AVEC ——m < Ay 1.

T

/"
Ilen résulte
[ D= Ry (2 — Ry (Z2) == Ayay| bt

9. En définitive, on aura

17 . - e o, b |1 -
S0 =001 Ao - S o [n, ]

en supposant A, > [—’/l%? > ¢’est-a-dire

(7) ]b[/.->;..+.}\_'_.

!
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Comme d’ailleurs
' . . 1. 7 1A o,
7, — Z,| = corde de I'arc Z,Z,=corde de 0 < ¢ <C Y=t

on aura
S(Zy) — S(%s) : L
A R A5 25 EN VAV CEE I Wpep———
7,7 Lo R
Sous I'hypothese (7) faite précédemment, le deuxieme membre
devient infini avec n, donc S(Z) n’a pas de dérivée en Z,, le quotient
différentiel devenant infini lorsque Z, et Z, tendent vers Z, a la maniere
indiquée, en comprenant entre eux le point Z,, ce qui n’est possible
que si, en Z,, le quotient différentiel est lui-méme infini & la limite.

10. L’analyse précédente montre que S(Z) n’a de dérivée en aucun
point du cercle lorsque | 6|k est supérieur au plus grand des deux

I 1 F . I 1
nombres 1 + et 1 + - Mais on a vu que ¢ et sont lous les deux

\ A
compris entre 1 ot ———- 1l suffira donc que I’on ait
fesin T
/\.
(3) O fest o =T
.T
L sin 7

pour que S(ZL) n’ait de dérivée en aucun point de C.

11. Mais il faut, d’autre part, que |6 |<C1 pour qu’on puisse consi-
dérer S(Z) fonction continue sur C, il faut done savoir si (8) est com-

patible avec | b| <1.
I faut pour cela que% -+ -——TL——; soit <1 et I'on choisira alors b de
) A*sin—
- /'.
maniere (ue
(9) .L‘ e -77:“ T l ) | e
h A sinzq—'j

et 'on aura pour toutes ces valeurs de b une fonction S(Z) continue
sans dérivée.

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL — Jaxvier rg3i. 2
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Envisageons la quantité

Jk) = ]— + —F pour £ >1

Puisque ——— décroit lorsque £ croit, f(£) décroit constamment
T

/ sin -/:

- lorsque 4 croit de 1 & + =, et /(+ =) == o. Il existe donc une valeur
k,> 1 telle que /(k,) =1 et une scule. On devra avoir £ >k, pour
que (9) soit possible. [11 est immédiatement visible que » <7k, < 3. ]

Par conséquent une fraction quelconque R(Z)a cercle fondamental,
réguliére, de premiére espéce, pour laquelle | R'(Z)| = & >k, sur € con-
duira 3 une S(Z) sans dérivée pourvu que b satisfasse & (9). On a une
formule (9) trés maniable en prenant £==23. On prendra une R(Z%)
telle que |[R'(Z) |23 sur C et des b tels que

()~i— )7T\,/~ SIAE

Est-il possible d’avoir des R(Z) du type précédent?

12. C’est évident avec les remarques suivantes.
Prenons une fraction rationnelle ¢(Z) quelconque & cercle fonda-
mental C, réguliére et de premiére espéce [elle est du type classique

il ll o
— ((,,L

n=1

les a, étant intérieurs a C et les @, étant les conjugués des a,, , pour
laquelle [p'(Z)|2X > 1 sur C.

L’itérée p,(Z) d’ordre p de p(Z) est une fraction du méme type pour
laquelle, en vertu de

op (L) =p"(Z)p"(Zy)...0" (Zp-y) avee Zy==pp(Z) |k=u,0, ..., (p 1))

onasur C
len(Z) [z Xr.

Par conséquent, pour p2Zp, on aura X > k,, et (g) deviendra pos-
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sible en prenant R(Z)=1,(%) et £ =Xr. Par exemple, on pourra
prendre pzZp, tel que Xr >3 et B(Z) =p,(Z) avec

g-+otm \/g

27

<|b| <t

13. Généralisation. — Soit Xa, une séric absolument convergente.
Alors

S(7) ;:‘_'E o, R, (7))

]

est une fonction continue sur €. En raisonnant comme aux n* 7, 8, 9,
on aura

n 2
S(Z4) v»S(_Zn:Z [ Ry (Zy) — R (L) | A= ety | R (Zy) By (Zy) ]
[}.:::l)

Pour la premiére partie du deuxiéme membre, on aura

n---2 T
R 17 75 o G
2 Lap Ry (7)) — Ry (Z,) | < 77’7 Z |ty | I = _/711:_’ Sy
0 =0
en posant, pour abréger
2n
.
.S‘,L:::.z \ y, \/;'.L_
[==0
Pour la deuxieme partie, on aura
, °o. Spq = Sps
Vtwy || Ry (Zy) — Ry (2 | == Ny | == Ao 2

/.~/1 -1

Et par suite

< o |- Ty \ E
[5(/41) e S{ll_») | = 7‘"—1‘{! 4"\1 (Su 1 S ) "'n--‘.:,
avec
" r a
Ty Ty < /l-nl-l ’
Donc

S(%,) — S (%)
y _ 7

7 = A Sy (- A ) S
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1l o’y aura donc de dérivée en aucun point du cercle si

Hm [A)spm— (1 A))$pmy | == 0 (aussi bien pour A, que pour A).

n—e

Ceci n’est possible que si lims, = oc.

n=—aw

14. La condition précédente s’écrit encore

(10) Lm [ A a |kt s,y )=,

n—=om

Or, le crochet précédent s’écrit

5 3 Sy
R R . N

. l o l L/\l ! n I/““ J
avec, comme on sait,

. T

51112:/.&/ soalits exol
= A <1 {egalité exclue).
k

[l suffira done d’avoir & partir d’un certain rang

sin ¥

(11) S K
la{hn ™ =«

A

pour étre sir que la limite envisagée (10) est infinie.

sin—T—r'
En effet, puisque — <1, on aura
%
[ | K> hspy avee ho= —- 0.
e sin -

/i'

Done

) Sp=> (k1) 8,
et, par récurrence

. S>> 8, (1 A)n
et par suite

lim s, == oo,
. n=w
Donc aussi
lim i a"l/("::co

n=w
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il en résulte (10) car (11) entraine

Ay | B — sy > | g | A7 [;\,, —_ 7‘\] ’

" . . . . 1
et le deuxieme membre devient infini puisque A, > .

Mais d’autre part il faut aussi, pour que U'exemple soit bon, que X|a,|
converge et (11) n’y suffit pas caril ne fournit qu'une limite in férieure
de | a,| en fonction de s,_,. Nous adjoindrons donc une deuxiéme con-
dition en imposant par exemple

I Sn—1 T .

avee [ > Do e e
. T
fsin 7
1}

I‘v\

i
o L
[ | cp | A" /.

(12)

On a alors | a,

k"< vs,, et par suite, comme précédemment,

Ay (1= 1)V ety | A< sy (1 ),

;‘ ,5‘” (I ”| '/_.‘ n P I ) ! P JJ"?U (l ,A}M [i‘ 7
- A\ A ) Sl =T - 2 )

\

(13)

Ceci implique une certaine régularité des|a,|, et entraine la conver-
gence désirée pour Z|a,| lorsque £>1 + p.

15. Endéfinitive, un choix des «, satisfaisant a (13) [ s, quelconque |
a partir ’un certain rang, pourvu que £ > 1 -1, fournira une S(Z)
continue et sans dérivée.

La condition £ > 1 + p. équivaul visiblement a

T
S TC’
fosin o
sHL
car alors on peut choisir p. tel que
N ™
P e
fesin I
LI /..
Or, Ja condition
ke —

Fein T



14 GASTON JULIA. — FONGTIONS CONTINUES SANS DERIVEES.

est précisément la condition (9) a laquelle onava (n® 1) qu'on satis-
faisait pour £ > k,. Avec un tel choix de £ et des «, on peut trouver,
comme au n° 12, une R(Z) convenable pour que la S(7) correspon-
dante soit sans dérivee.

L]

13 ro ro. a1 N n y :
16. Série de Weierstrass. — Revenons i) exemplc‘ bR,(Z) el sup-

posons que R(Z)=7" laquelle est bien l(“’llll(‘l(‘ et de premivre
espéce dans le cercle C[|Z]=1]. On a alors

S(L) -“2 I Z’I"7
]

laquelle est la série classique de Weierstrass qui a fourni le premier
exemple de fonction continue sans dérivée. Ici

RZL) = dltr et (R df sur €.
On prendra k=d et il suffira que

[ T

i A

d .o
o 51~
i

pour que Lexemple soit bon, et il I'est en particulier pour o =

t9+97r\3 l[l<1

e



