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Sur les réseaux de courbes planes; par M. KŒHLER.
(Séance du 5 mars 1875)

On sait par les travaux de Steiner et de M. Gremona que, dans un réseau

d'ordre n— 1, il y a en général ^-{n—^in—^^—Qn^} courbes à
deux points doubles et 12(n—2)(n—5) courbes avec point de rebrousse-
ment. Mais ces nombres doivent être réduits lorsque les courbes du réseau
ont en commun des points simples ou multiples. Je démontrerai à ce sujet
le théorème suivant :

Tout point multiple commun, d'ordre p, diminue de \ ïp (p — l ) le nombre
des courbes du réseau à point de rebroussement.

M. Maximilien Curtze, professeur au gymnase de Thorn, a donné quel-
ques indications sommaires sur cette question dans une des notes qui ac-
compagnent sa traduction allemande de l'ouvrage de M. Cremona sur les
courbes planes. Mais les résultats auxquels on arrive en suivant ses indica-
tions sont tout à fait en désaccord avec ceux que je vais présenter ici.
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1. Je considère le réseau formé par les' premières polaires de tous les

points du plan relativement à une courbe fondamentale U == 0 d'ordre n. Les
polaires à deux points doubles et les polaires à point de rebroussemcnt cor-
respondent respectivement aux points doubles et de rebroussemcnt de la
courbe de Steiner; cette courbe est, comme on sait, le lieu des points dou-
bles de toutes les polaires coniques réductibles à un système de deux droites,
ou encore le lieu des points dont les premières polaires ont un point
double. Elle est de l'ordre ï(n — 2)2 et de la classe 5(7i — i}(n — 2), lorsque
U est. dépourvue de points singuliers.

Si la courbe U possède un point multiple d'ordre p, son équation, mise
sous la forme homogène, sera, en plaçant l'origine en ce point,

^"-p+^'-p-i-}- ...==0,

les polynômes î/,v,... étant homogènes en a; et y, et des degrés p,p4-!,...;
u=Q donne le faisceau des p tangentes à l'origine. L'équation de la hes-
sienne est, en désignant les dérivées secondes par des indices doubles,

Uu l\
iï== ^21

U-.

U,,
1-.

^25

l-

^0,

et il est très-facile de voir que l'origine est un point multiple d'ordre
3j3—4, dont les tangentes sont représentées par

f/ii v^ u^
MIS U^ U^

(n-p)î(^ (n-p)i^ (n—p—\)u
=0.

Si l'on retranche des éléments de la troisième colonne de ce déterminant
ceux de la première multipliés par x et ceux de la seconde mul(ipliés par
y, on aura

î/n u^ 0
u^ u^ 0 ==0,

(n—p)u^ (n-p)î^ — u

et l'équation des 5p —4 tangentes se réduit à îi(u^ — M^ !/„) == 0.
Le second facteur représente ^p — 4 tangentes qui ne sont pas com-

munes aux courbes H et U; ce sont les rayons doubles de l'involulion
d'ordre p — 1 formée par les faisceaux des tangentes à toutes les premières
polaires de U.

Cela posé, les conditions pour qu'une courbe F == 0 ait un point de rebrous-
sement sont

FÎ3-F^=0, FÎ^FuF33==0. FL- FllFaa'===0-
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En calculant F^, F^, ..., pour la polaire x^ 4- y^ 4- z^ = 0 d'un

point (^, y', 2'), on obtient un groupe de trois équations dont j'écris la pre-
mière, savoir :

?5 4- y^ + z^}9 - (^U^ 4- y^ + ̂ ^?-,3 +î/'U^ 4- ̂ 3) == 0.

L'élimination do {x\ y', 2') conduit à l'équation d'une courbe S d'ordre
4(n—5), dont les intersections avec la hessienne d'ordre 5(n—2) donnent
les points de rebroussement des premières polaires. La fonction S est le
covariant obtenu en remplaçant dans l'invariant S du quatrième ordre
d'une forme cubique les coefficients de la forme par les troisièmes déri-
vées de U (CLEBSCH, Ueber Curven merter Ordnung; Crelle, t. 59) (*). L'ex-
pression de S peut s'écrire, en groupant convenablement les termes,

^UÎ^-SU^.U^U^+U^.U^,
+IW3U^U^U^- 2U^U^4- IWJn-JJ^- U^U^U,^ - UnJJ2^)
+ ÏW3U^U^U^- 2UHJJ^4- U^U^Um - U^-U,^U^-U,^U^,)
+U^(U^U^iUH2-Ui23UiHU^2+U^Ui^Uii3+UiiiU2^
+lJ^(U^,-U,^U^)+U!^(Uî^~U^^04-U^U^(U«,U^^

Lorsque U est de la forme indiquée ci-dessus, on voit de suite que la plus
haute puissance de z dans S est de l'ordre 4 (n—p—1), de sorte que l'ori-
gine est un point multiple d'ordre 4 (p—2) pour la courbe S. Pour obtenir
l'équation des tangentes, il suffit de considérer les troisièmes dérivées du
terme UZ^P, c'est-à-dire de faire les substitutions suivantes

^in==u^-P, Un2==îZn2^-P, V,^=^(n—p)u^-P-1, ....

On obtient ainsi, abstraction faite du facteur ^"-p-1),

S==(n—p)^,—^iM22)2

-^-(n—pY(n—p— i)u^u^u^u^— W^u^ +^11^12^22—^11^22^221 -^s îii)
+ (n—pY°(n—p—[)u^u^UnU^— W^u^ + u^u^u^ — u^u^i^ — u^u^)
4- (n^^n—p-A^n—p—^u^u^u^—u^u^u^ + u^u^u^

+^22^21^111——^22^12—— ^ll^ai)

^-{n—pY(n—p—\Y[u\{u^— ^12^22)4-^(^12— ̂ î m)
+^M2^111^222——^ll2^22l)] •

Si maintenant, dans la deuxième et la troisième ligne, on remplace u^ par
xu^ 4- yu^ u^ par xu^ 4- ̂ 22; si de plus on remarque que u^ == .y^^ 4-^na,
^22 ==^221+2/222* ^2 ̂  ̂ ^12 -+- ̂ 22< o" trouve, après quelques réductions

(*) Le moyen le plus simple de s'en assurer consiste à prendre là forme cubique sous sa
forme canonique aa;5 4- by9 4- cz5 4- Qdxyz, l'élimination de x, y, s entre dW _ bcyx=: O*
d^—cazx^O, d^—abxy^O, conduit à rinvariant S==dabc—cî*.
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faciles à apercevoir, l'expression — 2(n — pY(n —p — i)(u^ — u^u^)2.

Le coefficient de u, dans la quatrième ligne, s'annule identiquement;
enfin le dernier groupe de termes se réduit à

(n^p)^n^p^{u^ u,^.

Il résulte de là que les tangentes au point multiple de la courbe S sont com-
prises dans l'équation (u^ —u^u^=Q. Ce sont précisément les tangentes
de la hessienne qui ne sont pas communes à cette courbe et à la proposée,
chacune d'elles étant comptée deux fois.

On conclut de là que le point multiple d'ordre p tient lieu de
i2(p-.l)(p~2)

points d'intersection des courbes H et S. Et, en effet, les Ïp—4 branches
de H se subdivisent en deux groupes, l'un de p, l'autre de 2(^—2);
le premier groupe donne 4j?(p—2) points d'intersection à l'origine. Cha-
cune des branches du second a 4 points infiniment voisins communs
avec la branche correspondante de S, puisque la tangente de celle-ci est
en réalité une tangente double dont les deux points de contact se sont
réunis ; de plus la branche de II doit être considérée comme coupant en un
point chacune des4 (p—2)—2 branches de S qui ne la touchent pas. On
a, en définitive,

^(p-2) 4- 2(p- 2)[4 + Hp- 2)-2] == 12(p- i)(p - 2).

En particulier, si U est une courbe du quatrième ordre avec un point triple
à l'origine, la hessienne a un point quintuple ; la courbe S se réduit à deux
droites doubles, savoir : les rayons doubles de l'involution formée par les
couples de tangentes des premières polaires, et elle rencontre la hessienne
en 24 points confondus à l'origine.

Ainsi, lorsque la courbe U a un point multiple d'ordre p , le nombre des
rebroussements de la courbe de Steiner se réduit à

i2[(n-2)(n-5Mp-l)(p-2)].

Comme on connaît l'ordre et la classe de cette courbe, on pourra déter-
miner par les formules de Plûcker ses autres caractères, par exemple le
nombre de ses points doubles, ou, ce qui revient au même, le nombre des
polaires à deux points doubles*

Toutefois, il faut remarquer que le point multiple d'ordre p influe égale*
ment sur l'ordre et sur la classe de la courbe de Steiner; l'ordre est diminué
de (p—2)(5p—2), et la classe de (j3—l)(3^—4)(*).

(*) Voir, à ce sujet, la traduction allemande de Yînfroduxione de M. Cremona, addition à
Fart. 88;
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2. Si, au lieu de considérer un réseau de premières polaires, on considère

un réseau général représenté par une équation de la forme
LV+mB4-nG==0,

A, P. rl étant trois courbes d'ordre n—1, la recherche analytique delà
courbe S est plus difficile; on a à éliminer l, m, n entre les trois équations
suivantes du second degré :

(l\^ + m^ + nCy2 == (l^ -4- mB^ + nG^)(L\^ + m^ + ̂ 55)
(1) (^5i 4- î»B^ + nC-^ === (/A^ + m^ 4- "C^X^n 4- mBu 4- nCn)

(/A^ 4- mBis + nC^Y- == (M^ 4- m^, 4- nCu)(^ 4- wB^ + "M.

Le résultant de ce système n'est autre chose que l'invariant, désigné ha-
bituellement par S, du système suivant :

U =- An)» + A^u.8 + A^ + 2A23u.v + î\^\ + ̂ ïu. ==0.
(2) V = B^ + B,̂  + B^s.2 + 2B^a7 -h 2B^X + 2B^ .̂ =0,

W == CuX2 + C^^2 4- C^2-}- 20^^ + 2C^vX + 2Ci,^.==0.

On sait, en effet, que 2==0 exprime la condition pour que la somme
ZU+mV4-nW soit un carré parfait; et, en formant les équations de con-
dition, on trouve précisément le système (1). L'expression de 2 est si com-
pliqucc que son étude m'a paru impraticable ; rcxtension à un réseau
quelconque du théorème que j'ai donné plus haut n'est donc qu'une induc-
tion légitimée, il cbt vrai, par les analogi'es qui existent entre l'invariant s
cl l'invariant S de la forme cubique générale.

5. Applications à quelques cas particuliers.
1° Le réseau est du 4'"® ordre ; les courbes ont 5 points doubles et 5 points

simples communs.
La hessienne est alors du 9"^ ordre ; elle se compose de 5 droites, côlés

du triangle formé par les points doubles, et de 5 coniques passant respecti-
vement par ces points et par 2 des points simples.

La courbe de Steiner est de l'ordre 5.5* — 3.7 == 6, et de la classe
5(4.5) —5.10—5.2==0. Le nombre des points de rcbroussemciil, qui est
de 72 dans le cas du reseau le plus général, est diminué de 5.24 et se réduit
à zéro, ce qui devait être. Les formules de Plùckcr montrent qu'il y a 15
points doubles ; ces 15 points ne correspondent pas seulement aux courbes
du réseau à 5 points doubles, mais à celles qui ont un point doub c en un
des points simples donnés.

Soient A, B, G les 5 points doubles communs, d, e, f les points simples.
On a d'abord 3 courbes composées de 2 coniques, savoir : (ABMe)(ABG^/'),
(ABC^)(ACCe/'), ABC/d)(ABC/(°) ; puis 12 courbes à 5 points doubles, com-
posées chacune d'une conique et de 2 droites, savoir : (ABC^, AB, Cf),
{^Cde, AC, B/1), (ABCA?, BC, A/'), (ABU//, AB, Ce), ....



-- 129 —

Dans cet exemple, on pouvait prévoir a priori les résultats donnés par les
formules générales ; il n'en est plus de même pour le suivant.

2° Le réseau est du 6'"® ordre; les courbes ont en commun 8 points dou-
bles et un point simple.

La hcssicnne est du lô""1 ordre.
Dans le cas général, la courbe de Steiner est du 75^ ordre, de la OO1116

classe et a 240 rebroussernents. Ici l'ordre se réduit à 7o—7.8== 19 ; la
classe se réduit à 90—8.10—2 ==8. Le nombre des rebroussements
est diminué de 8.24 et devient égal à 48. La formule de Piûckcr
m==n(n—1)—2<î—5p donne, en faisant m==8, n==19 et^==48, <î==9o.
Un de ces 95 points doubles répond à la courbe qui a un point double au
point simple donné. Donc enfin, parmi les courbes du G"1® ordre passant
par 8 points doubles et IHI point simple donné, il y en a 94 qui ont en tout
10 points doubles.

R E M A R Q U E . — Dans ce qui précède, il faut entendre par courbe de Sieincr
du réseau le lieu des points qui correspondent à des courbes possédant un
point doubîc ; on sait qu'il est toujours possible d'établir d'une infinité de
manières la correspondance entre les points du plan et les courbes d'un
réseau.

Le problème que je viens de traiter se rattache à unsujet de recherches
a?scz étendu sur lequel M. Salmon a le premier, je crois, appelé l'attention
(Hiyher plane Curves, p. 55) ; c'est l'étude des relations géométriques exis-
tant entre les points doubles d'une courbe algébrique, lorsque le nombre
de ces points (multiplié par 5) dépasse le nombre de conditions qui déter-
minent la courbe. La première et la plus simple des questions qui se pré-
scnlent est relative à la combe du G"10 ordre; elle peut avoir jusqn'.'i
10 points doubles (exemple : l'enveloppe des cordes communes a une el-
lipse et son cercle osculateur), mais 9 de ces points suffisent à la dèlir-
miner. On est alors conduit a la question suivante, dont j*ai transmis der-
nièrement l'énoncé à M. Drisse :

Un système de courbes du O1"® ordre est assujetti à avoir 9 points doubles,
8 d'entre eux sont fixes; quel lieu doit décrire le 9me pour que la courte ait
un lO"10 point double?

J'ai trouvé que ce lieu était du 'ISO^ ordre.
La nature de ce résultat peut faire prévoir quelle serait la difficulté du

problème pour les courbes d'ordre supérieur au C"1®.
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