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Démonstration de la proposition de Steiner relative à t enveloppe de la droite
.de Simson; par M. H. BROCARD.

(Séance du 50 avril 1875)

1. On doit à Th. Simson la proposition suivante :
Les projections des points de la circonférence d'un cercle circonscrit à un

triangle sur les trois côtés de ce triangle sont en ligne droite.
Steiner a montré le premier que :
L'enveloppe de cette droite est une hypocycloïde régulière à trois rebrousse-

ments.
La démonstration de cette proposition remarquable a été donnée par

M. Ferrers et par M. P. Perret.
Je n'ai pas eu connaissance du travail de M. Ferrers, et j'ai cherché de

mon côté une démonstration de ce théorème. Celle que je présente aujour-
d'hui m'a paru très-simple,~et, pour ce fait, je Pavais déjà communiquée à
M. Gérono.

Soient A, B, G les sommets du triangle (fig. 1), H le point de rencontre
des hauteurs, M un point du cercle circonscrit, D, E les projections de ce
point sur les côtés AB, AC (nous supprimons le troisième côté pour simpli-
fier la figure) ; DE sera la position de là droite de Simson, ou ligne j)édale,
correspondant au point M.

On sait que le milieu 1 de MH se trouve sur DE(*). Le lieu du poi r
(*) Cette proposition fait l\Ajct de la question 70$, Nouvelles Annales, ̂  série, t. IV'

p. 177.
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quand le point M varie, est donc la figure semblable au cercle BACM, le
centre de similitude étant le point H, et le rapport de similitude, |. Ce lien
est donc un cercle, et, comme il passe par les milieux des segments HA, HB,
HC, il ?e confond avec le cercle des neuf points.

Remarquons enfin que si le point 1 se projette sur AC au point I', on
aura 01'== El'; la recherche de l'enveloppe de la droite DE est donc ra-
menée à la question suivante :

Étant données une circonférence fixe et une droite fixe OC qui la coupe au
point 0, on projette un point 1 de la circonférence sur la droite OC en I, e
Von prend l'E === VO. Trouver t enveloppe de la droite El.

Fig. 5.

2. Soient (fig. 4) U le centre, l11===OU== a le rayon de la circonférence,
U' la projection de U sur El. Menons par U une parallèle US à OE et par 0
une perpendiculaire OL à OE. Désignons par a, 0, y, S les angles 1US, UOL,
IVIII et OU' ==riE. Prenons sur la tangente 1T au cercle en I, à partir du
point l, un élément U projeté en F.!' sur OE, puis, à partir de E, EE' == Wï\
et joignons E'J qui coupe El en un certain point N dont la position limile
est le point de contact de IE avec son enveloppe. Soient m, n les segments
NE, NI. On a

EE' == 2IT,

m EF EE' cos S __ EE' cos S sin a. __ 2 cos ^ sin a.
n^îÏT^ Usine? ~~ TJ7 sino ~" sin y

^ 4- n) sin ^ == a(sin 6 + cos a),

d'où l'on tire

Mais

(1)

___sinQ -^cosix____
n =r= 2a sin <p 2 s in2îs inoL+2 sin^sino'

S = a + y, 2^ == 90° 4- 6 — a;
15
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donc
n==ÏN==2asin(p==2IU'.

Ainsi le point N est déterminé par l'intersection de 1E avec la circonfé-
rence égale à ta première et tangente au point I.

5. Soit U^ le centre de cette circonférence, situé sur la droite IC. Elle est
tangente à une circonférence ayant U pour centre et un rayon triple. L'angle
Il^N est double de U'UI ou de y. Mais, des deux relations (1), on déduit

2<ï> ==90° 4- 6 — Sai.

L'angle 2y est donc fonction de 5a. Ainsi le point N appartient à Vhypo-
cycloîde régulière à trois rebroussements engendrée par un point de la cir-
conférence d'un cercle égal au cercle des neuf points, roulant à V intérieur
d'un cercle de rayon triple^ concentrique au cercle des neuf points du triangle
proposé.

4. Pour chaque triangle donné, il y a un angle Q différent; c'est de cet
angle seul que dépend l'orientation de Fhypocycloïde.

Cet angle Q joue le rôle de paramètre d'orientation.
Les angles aigus formés par les trois axes de la courbe avec OE ont pour

valeurs
(ù, 1 2 0 ° — — < d , 60°——(d,

avec .=,,-?.


