BULLETIN DE LA S. M. F.

H. BROCARD

Démonstration de la proposition de Steiner relative
al’enveloppe de la droite de Simson

Bulletin de la S. M. F.tome 1 (1872-1873), p. 224-226.
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1872-1873__ 1 224 1>

© Bulletinde la S. M. F., 1872-1873, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. Fatgp{/smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique I'accord avec

les conditions générales d’utilisatiomt://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numeérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1872-1873__1__224_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 994 —

Démonstration de la proposition de Steiner relative & U'enveloppe de la droite
.de Simson; par M. H. Brocaro.

(Séance du 50 avril 1873)

1. On doit a Th. Simson la proposition suivante :

Les projections des points de la circonférence d'un cercle circonscrit & un
triangle sur les trois cotes de ce triangle sont en ligne droite.

Steiner a montré le premier que :

L’enveloppe de cette droite est une hypocycloide réquliére @ trois rebrousse-
ments.

La démonstration de cette proposition remarquable a été donnée par
M. Ferrers et par M. P. Serret.

Je n’ai pas eu connaissance du travail de M. Ferrers, et j'ai cherché de
mon cété une démonstration de ce théoréme. Celle que je présente aujour-
d’hui m’a paru trés-simple, ef, pour ce fait, je I'avais déjd communiquée &
M. Gérono.

Soient A, B, C les sommets du triangle (fig. 1), H le point de rencontre
des hauteurs, M un point du cercle circonscrit, D, E Jes projections de ce
point sur les cotés AB, AG (nous supprimons le troisiéme coté pour simpli-
fier la figure) ; DE sera la position de la droite de Simson, ou ligne pédale,
correspondant au point M.

On sait que le milieu I de MH. se trouve sur DE(*). Le lieu dupoi »,

(*) Cette proposition fait I'objet de la question 708, Nouvelles Annales, % série, t. IV’
p. 177.
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quand le point M varie, est donc la figure semblable au cercle BACM, le
centre de similitude étant le point H, et le rapport de similitude, . Ce lien
est donc un cercle, et, comme il passe par les milieux des segments HA, HB,
HG, il se confond avec le cercle des neuf points.

Remarquons enfin que si le point I se projeite sur AC au point I, on
aura O'=EI'; la recherche de I'enveloppe de la droite DE est donc ra-
menée 4 la question suivante : _

Etant donnees une circonference fize et une droite fixe OC qui la coupe an
point O, on projette un point 1 de la circonférence sur la droite OC en I, e
Uon prend VE =1'0. Trouver I'enveloppede la droite EI.
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Fig. 4.

9. Soient (fig. 4) U le centre, Ul =0U = a le rayon de la circonférence,
U’ la projection de U sur EI. Menons par U une paralléle US & OE et par O
une perpendiculaire OL a OE. Désignons par «, 6, ¢, & les angles IUS, UOL,
U'UI et O =TIE. Prenons sur la tangente IT au cercle en I, & partir du
point 1, un élément IJ projeté en I')' sur OE, puis, a partir de E, EE'=21')’,
et joignons E'J qui coupe EI en un certain point N dont la position limite

est le point de contact de IE avec son enveloppe. Soient m, n les. segments
NE, NI. On a

EE = oIV,

m__EF _ EE’cosd  EE cosdsina__ 2cosdsina
2w IK~ Wsing T¥ sine ~  sing

(m + n) sin 8 = a(sin 6 + cos «),

d’ou l'on tire

- 9asi sin 8 + cosa

n==208MQ G o e + 2sndsin o
Mais
(1) d=ate W=90+0—0
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done
n=1IN=2a sin ¢ == 2IU".

Ainsi le point N est déterminé par I'intersection de IE avec la circonfé-
rence égale ala premiére et tangente au point 1.

3. Soit U, le centre de celte circonférence, situé sur la droite IU. Elle est
tangente a une circonférence ayant U pour centre et un rayon triple. L’angle
IU,N est double de UUI ou de ¢. Mais, des deux relations (1), on déduit

29 =90° 4- 6 — 3x.

L’angle 29 est donc fonction de 3=. Ainsi le point N appartient a I’Aypo-
cycloide réguliere a trois rebroussements engendree par un point de la cir-
conference d'un cercle eégal au cercle des neuf points, roulant a Uinterieur
d'un cercle de rayon triple, concentrique au cercle des neuf points du triangle
pPropose. ’

4. Pour chaque triangle donné, il y a un angle 6 différent; c’est de cet
angle seul que dépend l'orientation de I'hypocycloide.

Cet angle 6 joue le réle de paramétre d’orientation.

Les angles aigus formés par les trois axes de la courbe avec OE ont pour
valeurs

o, 120° — 0, 60°— o,
avec
26

w:90°—-—§



