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Sur les courbes planes transcendantes, susceptibles  de faire partie d’'un
systéme (p,v); par M. Fourer.

(Séance du 6 mai 1874)

1. Dans un précédent travail (*), nous avons établi I'existence des systémes
de courbes transcendantes, définis par deux caractéristiques p,v, qui sont
respectivement les nombres des courbes du systéme qui passent par un
point et qui touchent une droite, le point et la droite pouvant d’ailleurs étre
choisis arbitrairement. Le probléme que nous avons pour but de résoudre
dans cette note est le suivant :

A quelles conditions une courbe transcendante doit-elle satisfaire pour
pouvoir faire partie d’un systéme? Ces conditions étant remplies, quelles sont
les caractéristiques du ou des systémes auxquels celte courbe peut appar-
tenir ?

Supposons un instant qu'une courbe transcendante (C), prise au hasard,
puisse faire partie d"un systéme (). On sait que le lieu des points de con-
tact des tangentes aux courbes d'un tel systéme, issues d’un point o quel-
conque du plan, est une courbe (A) d’ordre -+ v, ayant un point multiple
d’ordre g en o (Loc. cit., art. V). Cette courbe (A) passera en particulier

(*) Mémoire sur les systémes généraux de courbes planes, algébriques ou lranscen -
dantes, définis par deux caractéristiques (Méme recucil). Voir, sur le méme sujet, unc
note insérée aux Comples rendus (séance du 23 mars 1874).
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par les points de contact des tangentes  (C) issues du point o. De 14 cette
conséquence : :

Pour qu'une courbe transcendante donnée puisse faire partie d’un sys-
téme (u,v), il faut que les points de contact des tangentes, menées d’un point o
quelconque & cette courbe, soient situés sur une courbe algebrique dordre
p =+ v, ayant un point multiple d’ordre pen o.

I. Je dis, de plus, que cette condition est suffisante. En effet, si elle est
remplie d’'une maniére générale, elle le sera en particulier lorsque nous
prendrons le point o a I'infini dans la direction

(1) y=axzx.
Soit
() o(x,y,2) =0

I’équation de la courbe (A) de degré v, qui contient les poinfs de con-
tact des tangentes & (C) paralléles & la direction (1). En faisant varier « dans
(2), on obtiendrait successivement toutes les courbes (A) correspondant aux
diverses directions de tangentes. Par suite, I'équation (2) est une relation
entre les coordonnées d'un point quelconque de (C) et le coefficient angu-
laire de la tangente en ce point, ce qui revient a dire que

®) o9 =0

est une équation différentielle 4 laquelle satisfait (C). Mais cette équation
différentielle définit, outre la courbe (C), une infinité de courbes formant
un systéme (g,) [Loc. cit., art. II]. Il exisle donc bien un systéme (u,»)
dont la courbe (C) fait partie.

On voit facilement qu'il ne saurait y avoir plusieurs systémes dans ce cas;
car, s'il en existait un second défini par I'équation

0 4(s0. B)=0,

les coordonnées de (C), vérifiant & la fois les équations (3) et (4), devraient
par suite satisfaire 4 I'équation résultant de I'élimination de Z—z entre (1)

et (2). Or, cette derniére équation nécessairement algébrique ne saurait
définir une courbe transcendante ; done, etc. Ainsi :

Lorsqu’une courbe transcendante satisfait & la condition ci-dessus indiquée
(art. 1), elle fait partie d'un systéme (u,v), et ce systéme est le seul auquel
cetle courbe puisse appartenir. 4

La démonstration qui précéde établit méme, en s'aidantde homographie,
qu'une courbe transcendante fait partie d’un systéme, quand les points de

" 7
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contact des tangentes, issues d'un point quelconque d’une méme droite choi-
sie arbitrairement, sont sur unce courbe algébrique.
IIL. Soit

flz.y) =0

I’équatior. d’une courbe transcendante (C); on a

af  dfdy __
d—-z-l'd—ya—o.

Le lieu des points de contact des tangentes mencées & (C) parallélement a
la direction

Y=o
est par suite

a S df
d_5+ Gd—y-—o.

L’équation générale des courbes passant par les points de contact de ces
tangentes est évidemment

Uf(ey) + V (.%’+ “ %’):o,

Uet V désignant deux fonctions de z, de y et de «, assujetlies 4 la seunle
condition d’étre continues et bien déterminées.

D’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que (C) fasse partic d’un systéme, est que 1'on puissg choisir Uct
V de maniére & rendre algébrique, entier et rationnel, le premier membre
de la derniére équation. Telle est la condition analytique & laquelle doit sa-
tisfaire I’équation d’une courbe transcendante, pour que ceite courbe puisse
faire partie d’un systéme.

11 nous parait difficile de pousser plus loin la recherche générale des ca-
ractéres que doit présenter une ¢quation transcendante & déux variables,
pour définir une courbe susceptible d’appartenir & un systéme. Nous don-
nerons seulement quelques cxcmples de courbes transcendantes remplissant
cette condition.

IV. 1° La logarithmique

y= L
fait partic d’un systéme dans les caractéristiques sont p=1, v=1. Cela
résulte immédiatement de ce ue Fon a

dy_1

de ™ x
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Le systéme auquel appartient la logarithmique donnée est formé de loga-
rithmiques résultant toutes de la translation de cette derniére parallele-
ment i I'axe des y. Leur équation générale est

=lz +¢,
dans laquelle ¢ désigne une constante arbitraire.
2° La sinussoide
y=sinz

fait partie d’un systéme dont les caractéristiques sont p=2, v=2. En effet,
ona

dy __
-a-z'— cos x,

dy\* _
(d_a: + =1

Cette derniére équation, mise sous la forme

el par suite

dz

(ilil + cos.r) (Z—': -—cos:c) + (y+sinz)(y —~ sinx) =0,

montre que les fonctions désignées ci-dessus par Uect V sont, dans ce cas,

s . dy
respectivement égales & y+ sinz, d{E+ €os Z.

Le systéme auquel appartient la sinussoide donnée est formé des diverses
sinussoides résultant du glissement de cette derniére le long de l'axe
des .

Nous avons déja vu (Loc. cit., art. XXII) que la chainette, la cycloide,
la spirale d’Archimede, la spirale logarithmique, font partie de §ystémes
dont nous avons donné les caractéristiques. Nous ajoulerons qu'il en est
de méme des épicycloides et de la développante de cercle.

Les ¢picycloides ou les développantes de cercle égales et de méme pdle
forment un systéme dont les carvactéristiques sont =2, v=2.

V. Nous donnerons, en lerminant, un {ype assez général d'équations de
courbes transcendantes susceptibles de faire partie d’un systéme. C'estle
suivant

9 o
. - n -
Lomo Lo b X s
F[.r.y, sin ;u, st W u,...,cos% , (OSE'"' e ,e | =0,

I' désignant une fonclion algébrique, enticre et rationnelle, des quantités
contenues dans la parenthése, » ¢lant une fonelion algébrique rationnelle
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de z et de y, m,n,m’, %', ..., p,q,p',¢, ..., 7,8,7",8, ... des nombres entiers
quelconques.

En effet, en se servant de formules connues, on pourra exprimer toutes les
fonctions trigonométriques.et exponentielles contenues dans F au moyen de
sin = 3 cos , 8 désignant le plus petit commun dénominateur des fractions

g 1—’ |4 T; g . I’équation donnée étant ramenée 4 la forme

E’ -77, ceey q’ q,
f( ,Y, sin a.cos ) 0,
en la différentiant par rapport 4 z, on obtiendra une équation telle que

dy sin 3 cos & =0,
1yv "' ) 81 a

et, en éliminant sin s et cos% entre les deux derniéres équations etla re-

lation
. ol u
sin? §+ cos? 3 =1,
on arrivera finalement i une équation différentielle algébrique, ce qui est

1a condition nécessaire et suffisante pour quela courbe définie par I'équation
donnée puisse faire partie d’un systéme.



