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Construction de la chaînette par points, et division d'un arc
de cette courbe en n parties proportionnelles à des segments
donnés; par M. G. JUNG.

(Séance du 22 mars 1876.)

II est connu que la chaînette est la courbe diamétrale de deux
logarithmiques égales et symétriquement placées autour de son
axe de symétrie. Cette propriété peut même servir à la construction
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de la chaînette par points, pourvu que les deux logarithmiques
soient tracées d'avance.

Je me propose dans cette Note de donner de la chaînette une
construction par points qui n'exige la construction effective que de
l'une des deux logarithmiques et qui me parait très-simple. Je
donnerai aussi une règle pour la division d'un arc de chaînette
en n parties égales et pour la réduction de son aire à une base don-
née.

1. Soit

( * ) y ( X X\

^ e^e-^)

l'équation de la chaînette rapportée à son axe de symétrie {y}
supposé vertical, et à un axe [ x ) horizontal et distant du point
le plus bas A de la courbe, d'un segment égal à c.

Posant

l 2 )
on aura

^.==ceS y,=ce

.̂r t̂zi,v ^
Soient (fig. i) 7/1, 77ii et Mies points des logarithmiques (2 ) et de

la chaînette (i) correspondant à la même abscisse x == OP, et
soit 771' le point de la seconde logarithmique correspondant à l'ab-
scisse x == — OP === OP'.

On a évidemment 77iM= Mrrii (1) et m'V = 77?iP; et, puisque le

(*) Si s est la longueur de l'arc de chaînette AM, on a évidemment
Y^—^i == wM =s Mw..

8.



- ne —
segment rnm^ est rencontré par l'axe (y) à son point milieu, cet
axe (y) rencontrera le segment mm1 aussi à son point milieu n, et
la droite mM. sera parallèle à F axe (.r). Donc :

La corde qui unit deux points m, m de la logarithmique
x

Vo = cec\ correspondant à deux abscisses égales et opposées^
rencontre Vaxe (y) en un point n qui, projeté horizontalement
sur les ordonnées extrêmes de la corde, fournit deux points

( x x\c — —~\symétriques M, m de la chaînette y ==- e6' 4- e c ) •

2. Sur ce théorème est fondée la méthode suivante pour la con-
struction de la chaînette par points. Soit 0 [fig. 2) l'intersection

Fig. 2.

des axes rectangulaires (a?) et (^), sur (.r), des deux côtés de 0,
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prenons les segments

^==:o, Xi-=0i==c, .ri ==02 == 2.0, .., Xi==0i==i.c,

.r.==OT== —C, ^ ̂ OÏ'^—^.C,. .., .r;==07'==—Î.C,

et sur (j^) les segments

yo==0o==c, yi==o7 r=c.<?, ^= 02== c.<?2,..., y,==0/ ==<?.6'1,

y, == 07== c.<?-', y^ == 027 == c.^-2,..., y; = th' = c.^-*,

e étant la base des logarithmes naturels ( 1 ) .
Construisons les points m, (.r,,};) et /7/,(.r; , j ^ ) ( 2 ) , et tirons la

corde n^m/ qui rencontre l'axe (^) au point /?, ( 3 ) . Ce point se
projette liorizontalement sur les ordonnées de w, et m\ en M, et
M^ ('t) qui appartiennent à la chaînette.

3. Interpolation. -— Soient ï'et i -{- i les projections sur les axes
(.r) et (y) des deux points M, et M,+i ainsi construits de la chai-
nettc, c'est-à-dire soient x^ j\- et ^r,+i, J,+i les coordonnées des
points de la logarithmique qui ont même abscisse que M, et M^i,
et que l'on se propose de trouver un autre point Mp de la chai-
nctte compris entre ces deux derniers points ( s ) .

Posons

Xr
Xi-^x,^ 1 n^ .:——— et r^V-TT7

le point /', extrémité de Xr sur (.r), sera équidistant des points i et
/ 4- i ; et, y,, étant la moyenne géométrique entre r« et y,-^ i, son ex-

(1) Pour la construction d'une série de segments égaux aux produits du segment c

par les puissances d'un rapport — » voir CCLMASN, Die graphische Statik, 2e édition,

p. i5 et suiv., et CREMONA, Elementi di Caîcoto grafico, p. 36 et su^r. Ici il suflit de
prendre m == 2,718/2, n étant un segment arbitraire.

( 2 ) Dans la figure, ces points //?;, m\ sont indiqués simplement par les indices /, i ' .
(3) Dans la figure, ce point /?, est indiqué par i,.
(4) Dans la figure, ces points M,, MJ sont indiqués par les indices /, i ' en chiffres

romains.
(') Dans layî^-. 2, on a interpolé les points S (et S') entre 0 et I (et les symétriques);

R (et R') entre 1 et II (et les symétriques).
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trëmité r sur (j^) sera telle que

Or ==0. tXO. ï4- i .

Les x,.^yr ainsi obtenus sont les coordonnées d'un point m^ de
la logarithmique, compris entre m, et 772^1.

De la même manière on trouve les coordonnées du point m^ de
la logarithmique compris entre m\ et m\ 4.1 et qui a son abscisse
égale et opposée à celle de m^ : la corde nir^r rencontre (j^) au
point rir (1) qui, projeté sur les ordonnées de m•r et m\^ donne un
point M,. (et le symétrique M'/-) de la chaînette compris entre M,
e tM,+i (M; e tM;^i resp.).

4. De l'équation ( i ) on tire

i ='-{/. -.-•:)^r.s'^ï^—c'1 et - = - \ e c — e
v C 2c 2 dx

Si donc [jîg. 3) on fait sur (^) la projection horizontale de

Fig. 3.
!<!/)

/'r o W}

M e/z Mo et si, avec un cercle de centre 0 et de rayon y === OMo, on
coupe la droite [z) (tangente à la courbe en A) en M', on aura

AM' == arc. AM.

Et si, de M, on tire MT perpendiculaire à OM', la droite MT
sera la tangente à la courbe en M.

(*) Dans la figure, ce point /^ est indiqué par r,.
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5. Division d'un arc MN de chaînette en parties proportion-
nelles à des segments donnés, — Soient {fîg. 4) AM'r^ arcAM,

AiV ==. arc AN les segments de [ z ) déterminés comme précédem-
ment.

Divisons le segment M'jV en /; parties proportionnelles aux seg-
ments donnés, et soient i', 2'.,. . . , 7 ^ — i les points de division.
Avec des circonférences de centre 0 et des rayons égaux à Oi',
O'Y, . . ,resp., coupons (}') aux points io , 2o, . . .- , 7 Z o , — i :
ces points se projettent horizontalement sur la courbe en i ,
2, . . .^n— i, et ces points divisent l'arc donné -\L\ en n parties
proportionnelles aux segments donnés.

G. K hlucfion de l'aire de la chaînette à une base donnée b ( 1 ).
— Soit /^ l'aire comprise entre les axes (.r) et (j'), la chainette et
l'ordonnée du point-M; alors

u = es,

Donc le segment A_\l' représente cette aire réduite a la base c.
Si la base de réduction b est dilÏérente de c, on prendra sur Ç z )

le segment Aï3 == &, et l'on tirera du point M7 ( f î g ' 4 ) ^a parallèle
a OB qui rencontre (y) en W. Le segment AM77 représentera évi-
demment l'aire u réduite à la base b.

( l ) C'est-à-dire recherche d'un serment fy tel que bf soit égal à cette aire. T'oir
CL'LMANN, /. c., p. i^ , 85 et suiv., CKEMOXA, /. c., p. 5o et suiv.


