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Note sur les substitutions linéaires; par M. C. e PoLicNAc.

(Séance du 5 avril 1876.)

Si I'on répéte indéfiniment la substitution linéaire

_bx+d bz, +d
LN

== 9 2 ==
ax—+ ¢ ax, + ¢

1

on aura toujours un résultat de la forme

Qx+8S
Pz + R

L’expression générale de P, Q, R, S, en fonction de a, b,¢,d,
peut se mettre sous une forme assez simple.

Tout d’abord la nature méme de I'opération parlaquelle on passe
d’une substitution PQRS a la suivante P’Q'R’S’ donne

PP=>06P+aR, R =dP+cR, .
Q=5bQ+aS, §=4dQ + ¢S,

mais ces formules peuvent se transformer. Je dis qu’on aura, quel
que soit le rang de la substitution considérée,

P Q—R_S

a b—c¢ _d
Admettons le fait jusqu’a P,Q,R,S; les formules précédentes
donnent les relations

pl

P Q—R _bQ—c¢R & s
Tt e == 7= er

Egalant d’abord la premiére et la troisiéme, on obtient

P S P
bB+RﬁQ+c~:Q+c‘—l

par hypothése, ou

(b—c)o=Q—R,



donc

Quant a la deuxiéme relation, elle se transforme ainsi

Q—R _ (b—c)Q+c¢(Q—R)__ S
b—c¢ — b—c¢ _Q+c(l
ar hypothése, ou
PAREITPOTES O—R S
b—c¢ — d’

la généralité cst donc établic.
Au moyen de cette remarque, on exprimera P’ et (O en fonction

dePect Q
(1) PP=aQ +cP, Q' =56Q+dP;
R’ et §' s’obtiendront ensuite en fonction de P’ et Q'.
En général, on aura
Posn =PnQu+RauPu Quwn = Qn Q.+ Ss Pos

formules dans lesquelles les indices sont permutables. Pour m = n,

lIa premiére donne
Pﬁn = pn (Qu + Bn)';

on lrguvera cncore

(QR — P'S') = (be — ad) | QR — PS’,
d’ou I'on conclura

(2> Qan'—P,.S,.:(llc—ad)",

et les propositions suivantes s’établiront de proche en proche.
P,,Q.,R,,S, sont homogénes ct de degré n en a,b,c,d;
P, contient a en facteur commun et est symétrique par rapport
dbetc;
. P .
Les lettres a et d n’entrent point seules dans — et Q,,, mais tou-
a

jours leur produit;
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Q. et R, ne différent que par le changement de b en ¢ ct vice
versa.

Enfin de I'équation (2) on t{re, pour c =b,d=a,
Q—P.=(b—a)y
d’ou I'on conclura, dans cctte hypothése,
Q+Po=(b+a), Q—Pu=(b—a).
D’ailleursles formules générales donneront aisément, pour d=o,

c=25,
P, = nab—', Q.= b~

L’ensemble de ces remarques nous conduit toujours, dans le cas
de ¢ = b, aux formules suivantes :

/
(3) \ 1.2.3
( s = Y|
1.2.3.4.5
— — —3)
(4) Qn» br n_(’:' )l)"—’a(l—!—n(n ll)(n' 324>(” 3/ b—tardr+....

Pour avoir 'expression générale de P, et de Q,,, il suffira de dé-
composer les coefficients des puissances de ad en fonctions de b et
de ¢, d’apres la loi de formation. Ces fonctions seront symétriques

dans P,.

Désignons par la notation

(b™cm) (ad)* P,

le coefficient de b™c™'(ad)* dans le développement général de D,
on aura, eu égard aux formules (1),

(5) (bm ey (ad J*P,= (bm ™) (ad )¥P,_,+(b"c™) (ad )* Qu_,
(G) (bm clnl) (ad)*Q,._. :(bm—-l c"’) (ad )IQ"_Z_'_(bmch/: (ad:l"—'P"—z-

Ces formules permettront de conclure de proche en proche les va-



leurs suivantes:

(7) (b"e™) (ad)t Py (m-y)(m-2)... (m+k) (m' 1) (' 5-2).. '+ ]
pon 1.2.. .k 1.2.. .k ’

avee m+m! + o k-1 =n;

(8) 1.2...k

(m' +1)m'+2) ... 'm'+ k—1,
1.2, (h—1j
7

’

‘ (bme™) (ad )t Qu— (m=+1)(m—+2)...\m=+1)
<

avecm —+m/+o2k=n(').

En cflet, admettons (hypothése qui se justifiera dés les premiers
essais) que Pon ait trouvé (6™c¢™j (ad)*~'P,_, sous la forme d’un
produit d’unc fonction de m par une fonction de m', soit f;_; (m)
par fi_; (m'), fonctions identiques, puisque P est symétrique par
rapport a b ct c. Observant que m’ est constant dans la formule
relative a Q,_y, on aura

(b ) (ad)f Quoy = (b1 e ) (ad F Quea+ fimi (m) X fiz, (m'),

(bm=rem ) (adFQuoa= (b"2¢™ ) (ad }FQuey + fici (M —1) X [y (',

(be™) (ad FQuen= (") (ad FQuemei =+ fiey (1) X fiei (M,
(¢") (ad } Quenei= fimi (0} XX fics ('}
d’ou, cn ajoulant,

m
(be) (adf Quor=fia (') 3 Y fics ().

Remplacant dans la formule relative a P, ct faisant cette fois varier
m! jusqu’a zéro, on trouvera cxactement de méme, observant qu’ici

(*) P, et Q, sont homogénes et de degré n; mais P, contient @ en facteur commun,
<’est pourquoi la somme m —+ m' est moindre dans P, que dans Q,.
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m est constant,

(b”'c’"’ ad Eﬁ_ )X zﬁ_.(m’):ﬂ(m)xﬁ(m').

On retrouve donc, pour le coefficient duterme général en (ad)*,une
expression de la méme forme que pour (ad)*', ce qui permettra
de répéter le calcul indéfiniment.

Lavaleur méme de f s'obtiendra en faisant successivement A=o
et k=1. Le premier cas se trailera directement et de proche en
proche au moyen des formules

P=aQ+cP, Q=0Q+dP,

et ’on verra aisément que les termes indépendants de ad sont :

bn___ ot

Dans P,, les termes du développement N p—t

Dans Q,, 4" simplement.
En faisant ensuite k= 1 dans la formule (6), on aura

(bmc™)ad .Quei= (b™'c™) adQu_a+1.

Faisant varier m jusqu’a zéro dans le premier membre, et ajoutant
comme ci-dessus, on obtiendra

(bmc) adQpey=m +1,
et, en remplacant dans la formule (5), on aura de méme

(b"¢™ )adPy=(m—+1)(m’ +1).
On a donc
film)=m+1;

on en conclut, eu égard aux remarques qui précédent,

m

= if«m) =¥ (m+ = 2 EUR2),

m+1)\m+2)(m+3)
Eﬁ 51.2.3
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d’aprés les propriétés connues des nombres figurés, et ainsi de
suite.

La comparaison des formules (7), (8) avec (3), (4) conduit aux:
égalités suivantes :

" (M4 1) (b 2).n (Mt B) (1) (0 2).. (0 )
2 1.2.. .k 1.2... k

(9) ‘
e _n(n—n)...ln—2k)
T r.2...(2k+1)

avec m+m'+ 2k+1=n,

° (m—+1)m+2)...(m+k) (m'+1)(m +2)...(m' +F—1)

1.2...k 1.2...(k—1)

3
ﬁMu‘

_n(n—1)...(n—2k+1)
- 1.2...2k ’

(ro)

avec m + m + 2k =n.

On peut déduire des formules (7) et (8) une régle extrémement
simple.

La formule (7) donne chaque coefficient de 5™ ¢’ (ad )* sous forme
d’un produit de deux nombres appartenant chacun a la (k + 1)iéme
ligne horizontale du triangle arithmétique de Pascal, et dont la
somme des rangs est constante. Pour faire ce produit, on peut
prendre les nombres m sur la (k + 1)i¥™¢ colonne du triangle, et
les nombre m' sur la (k—+ 1)*™¢ ligne, d’on la régle suivante :

Pour P,. Ecrire horizontalement et verticalement la (k + 1)i¢me
ligne du triangle de Pascal, puis former avec ces nombres une
table de multiplication de Pythagore. Les hypoténuses qui joi-
gnent les nombres de méme rang sur les deux cé6tés donneront
les coefficients, facteurs de (ad)*, dans le développement de P,,
pour toutes les valeurs de n.

Exemple. — Termes en a'd* dans P,. La troisiéme ligne du
triangle arithmétique est

1 3 6 10 15 ...



nous formons le tableau

n

5... 1

6 . 3

7 . 6

8 ... 10

9 ... 15
m
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3 6 10 15...m

9 18 30 45
18 36 60
30 6o

45

et nous aurons, par exemple,

P :a[lz:(: +(...)ad + (6b*+gbe + 6¢*) a?d? + .. ]

A chaque puissance de ad correspond un tableau distinct qui
sert pour toutes les valeurs de 7.

La régle pour les termes du développement de Q,, est analogue.

Pour Q,. Former la table de Pythagore avec la (k—+1)i™ co-
lonne et la £™¢ ligne du triangle de Pascal : les hypoténuses don-
neront les termes facteurs de (ad)*.

Exemple. — Termes en a*d* dans Q,. Nous prenons la troi-
siéme colonne de la deuxiéme ligne

n
4 . 1
5 .. 3
6 6
7

. 10

.......

et nous aurons

2. 3 4...m

6 9 12
12 18
20 3o

Qo= b+ (. ..)ad + (6b'+ 6bc + 3¢*) ard’ +. . ..

Les égalités (9) et (10) expriment que la somme des nombres
de chaque hypoténuse dans les deux Tables donne un nombre fi-
guré du triangle arithmétique.
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On obtient aisément, par la régle précédente,
P.—=a(b+c), Q.=0b'+ad;
Pi=a (b'+ bc + ¢* + ad),

Q=0+ (20 + ¢)ad;

’_bl__cl
P‘:aLb—c +(2b+2(:)ad]a
Qi="b'+ (30*+ 2bc + ¢*) ad + @*d’:
P.—a —[35_‘:5

o (30*+ 4bec + 3¢*) ad + a’[l’]s

Q=0+ (402 +3bc+2bc’+¢) ad + (30 + 2¢) a’d;

cG

" +(40*+6b’c +6bc*+ f¢) ad

bo—

Pi—a|
aLb_
+(3b+3c)a’d2],

Q=0+ (50 +4bc+ 3bcr+2bc*+ ¢*)ad
+ (6b"+ 6be + 3¢*) a*d* + a*d

P,— a[l;):{c (5044 8bic + gbie’+ 8be*+ 5¢*) ad
(602 gbe -+ 6¢%) @ d* + aadd}
Q=0+ (664 5b'c + 40+ 3D+ 2bc* + ¢*) ad

“+(10b*+ 126c+ gbc*+ 4 ed)a*d + (46 +3¢)ad’;

..................................................

Remarque. — Dans ces formules, la somme des coefficients doit
toujours étre égale a 2"~!'; formules (3) et (4), ou directement
par la loi méme de formation.



