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Sur différentes formes que Von peut donner à l'intégrale de l'équation
d'Euler, par M. LAGUERRE.

(Séance du 17 mars 1875.)

1. Soit un polynôme du quatrième degré en x que je représenterai par
la forme homogène U(.r,?/), où y désigne une constante égale à l'unité et
introduite pour l'homogénéité des formules, l'équation d'Euler

dx _ d^
v/iJ(^^v^jriï)

a, comme je l'ai montré précédemment (*), pour intégrale générale l'équa-
tion suivante

(1 ) 6aUa + ^ôHa + (58 — a2)œ2 == 0,

où a représente une constante arbitraire, &> le déterminant xr^ -— î/Ç, Ug, TL,
les émanants principaux de U et du hessien H de la forme donnée, et 8 son
invariant quadratique.

Cela posé, on a l'identité suivante, que Fon vérifiera facilement,

(2) U(a;,î/)U(^) -Vï== 4H^ +1 ̂  ;

je Fécrirai plus simplement sous la forme suivante

d'où
UU'-Ul==4H^4-l|û>4.

S^ +1214^== SUIF--5U;.

(*) Sur l'application de la théorie des formes binaires à ïa géornêirie des fourbes tra-
cées sur une surface du second ordre. [Bulletin de la Soc. maf/i., t. I, p. SF).)
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Multiplions maintenant par &)1 le premier membre de l'équation (1), et

remplaçons S^+l^H^co2 par sa valeur tirée de la relation précédente, il
viendra

6aUa(ù2 — a2^ + QUI? — 9U2 = 0,
ou

ÔUU^SUs—a^)2;
ou encore

(5) Ug-^iîF^t.

2. Cette nouvelle forme de l'équation d'Euler peut elle-même se trans-
former d'une façon remarquable.

Décomposons U d'une façon quelconque en un produit de deux facteurs
du second degré, en posant

u==A^2/M^)»
ou

et

On aura évidemment

f(x,y) = A.r2 + 2B.ry + Ci/2

^(x,y) == A^ + Wxy + Cy,

W^f[x^(x,y)f^^

d'autre part, en désignant par A l'invariant quadratique simultané des deux
formes fet y, AG'+CA'—^BB', on vérifiera facilement l'identité suivante

f[x^(^)+f(^(x,y)^^+ <o^.

Portons ces valeurs de Ug et de UU' dans l'équation (5), elle deviendra, en
faisant pour abréger /^i?) =f et y(Ç,ï?) ==y',

/•9'+^-2v//y/Ç/==^(2^LA);
d'où

(4) ^-v^^P".

p désignant une constante arbitraire.
D'où la proposition suivante, où j'ai fait disparaître les quantités auxi-

liaires y et ïî :
Si l'on décompose d'une façon quelconque le polynôme du quatrième degré,

F(.r), en deux facteurs du second degré f(x) et y(^), T intégrale générale de
réquatwn

dx __ ^
^f(x)^^)
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est ___ ___

\/f(x)^) — \lf(^(x) , ,"v / > v 7——v/v / > v / === constante.x—^

J'avais déjà déduit cette proposition de considérations purement géomé'
triques, dans une note Sur les propriétés des coniques qui se rattachent à
Inéquation d'Euler, insérée dans les Nouv. ann. de math,, 1872.

Sur ta limite du degré de la fonction entière qui satisfait à certaines
conditions; par M. TCHEBYCHEF.

(Séance du 21 juillet 1875;

Si une fonction entière, entre deux limites quelconques de la variable,
s'écarte peu de zéro, et qu'elle ait une valeur considérable en dehors de ces
limites; il est certain que la fonction est d'un degré élevé. Quelle est donc
la formule qui donne la limite du degré de la fonction entière, d'après ses
écarts de zéro, pour des valeurs de la variable comprises entre certaines
limites, et sa valeur au delà de ce champ? En cherchant à résoudre ce pro-
blème d'après les méthodes exposées dans notre mémoire sur les questions
de minima qui se rattachent à la représentation approximative des fonc-
tions, nous sommes parvenu à ce théorème très-simple :

THÉORÈME. — Si f(x} est une fonction entière du degré n qui, depuis
.y==— l jusqu'à x=-^-l, ne sorte pas des limites —L et +L, et que,
pour toutes les valeurs de x en dehors des limites nommées x-===.—/,
2;=== -4-Z, les valeurs de la fonction f(x) soient en dehors des limites — L et
4-L, on aura

/^i 4. ̂ rZTA» î(̂  4- v7^) - L^
v? — v/^-^y \ipw — \/w — L2 '

en donnant aux radicaux les valeurs positives.


