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Sur Uintégration de quelques €equations differentielles; par L. V. Tureuax.

(Séance du 25 février 1874)

Jai intégré quelques équations différentielles en les convertissant en
équations aux différences partielles d’une fonction de deux variables. Ce
procédé peut paraitre détourné, mais n’a rien qui puisse surprendre, car
on sait trouver les intégrales générales de plusieurs équations aux diffé-
rences partielles, tandis que certaines équations différentielles ordinaires
n'ont pu encore étre intégrées en termes finis, c’esl-a-dire ramenées a des
quadratures. Ge procédé peut d’ailleurs, dans certains cas, donner les
intégrales d’équations différentielles qui résistent aux procédés connus
jusqu’ici. Un des exemples que je traite est, je crois, daus ce cas.

1° Soit

() Frg.gh) =0,
une équation différentielle du premier ordre, algébrique et d’'un degreé
quelconque par rapport a Z—i’c Je pagerai

z="Ty,
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T étant une fonction connue quelconque d’une nouvelle variable ¢. J’aurai

dx ___ .dy ., . dy p
a=P=Tg ¢ =T
dz dT ar

T=1= g d’ou y=q: g

Je porte ces valeurs de Z—Z et de y dans I’équation (1), qui devient ainsi

une équation aux différences partielles de 2, mais qui ne contient pas cette
fonction, savoir

(@) L elzstp,g) =0.
Or Lagrange a fait dépendre I'intégration de I'équation (2) de celle des
équations aux différences partielles simultanées
dodp dodp  dg
Ty a= @
i dodp  dodg__ do
) pdc T dgat " @

(3)

dans lesquelles p et q désignent deux fonctions des variables indépendantes
z et t. Ces deux fonctions p et ¢ doivent satisfaire en outre a4 la condi-
tion dz = pdx +- qdt, ou vérifier les relations

&, 4
dm—P: dt —q'

Si on pose les équations
5 dez . dt _—dp_—dq
®) o de dy o
dp dg dx dt

et qu’on en tire deux intégrales particuliéres
(6) fi@t.p,q) =ay, fo@,t,p,q) = ay,

dont I’équation (2) ne soit pas un cas particulier, et a,, a, étant deux con-
stantes arbitraires, le systéme de cés deux intégrales constituera une inté-
grale particuliére des équations (3) et (4); car on peut vérifier qu’elles
. dp dp dq dg . .. , Sy
fournissent des valeurs deﬂ, a0 ar a0 4 satisfont aux équations (3)
et (4).
D’ailleurs on a aussi
dpdx + dqdt — dpdx - dgdt __ dx

(7 =
do do do de
R T B P T

Zi;—.“,
dp
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et comme le numérateur du premier des rapports égaux (7) est nul, le dé-
nominateur du méme rapport,
do
d—pd + dq + dx+
doit étre nul aussi. Ce qui fait voir que 1'équation (2) est aussi une inté-
grale particuliére des équations (5).
On a en outre

PNy
(8) p="2

_.dT .
» =Y

par conséquent, si, entre les équations (2), (6) et (8), on élimine p, ¢, ¢ et

d . -
(—l%’ on aura une relation entre z, y et deux constanles arbitraires

(9) f(2,y,a4,85) =0,
qui devra renfermer comme eas particulier I'intégrale de I'équation pro-
posée F(z,y, Ei—) =0, et qui deviendra cette intégrale, si on établit entre

les constantes une relation convenable.
Cette relation doit étre telle que si on différentie’ f(x,y,a,,a,) =0 pour

en tirer g_yi’ et porter cette dérivée de y dans l'équation proposée

F(z,y, d_y) =0, on trouve une identité. Donc I'équation (1), aprés qu’on

aura effectué ces opérations, se changera en une equatlon entre les deux
constantes a,, a,, seulement, qui sera la relation cherchée.

On voit qu’'on pourra obtenir par cette méthode l'intégrale d’une équa-
tion différentielle donnée, chaque fois qu'on pourra obtenir deux inté-
grales particuliéres du systéme

de__ dt __—dp_—dg
de™ do~ do ~ do ’
dp dg dr dt

et distinctes de ¢ (2, ¢, p, q) =b.
On choisira la fonction T de maniére & faciliter les intégrations. J’ai pris

ordinairement T =1¢, ou T =¢'.
9° Premier exemple : Intégration de I'équation

dx"+by =eu,

Je fais
s=yet,
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d’ou
%=pe-‘, y=ge~"
L’équation proposée devient ainsi
p* + bg" = esz+nt,
Je poserai ensuite
dx dg _  dp

__dq

npr—1 - nbgn—1 T getz+nt T peaz+ni’

équations d’ou I'on tire

adq

dp:-—n—s pUiS p:aq—_{_—i.

n

¢ étant une constante.

Jai aussi
pdr +qdt _  dq
n(p" + bq") T nesz—+nt’
d'ou
pdz + qdt =dq.
On peut éliminer pdx, car
_ prdt _ (ag+c)dt
T T
Ainsi
aq -+ c)*
(n,?an%dt + qdt =dg,
di — n"bgn—1dq
= {ag + o  nbg"
et

f— n"bgr—1dq
_f (ag + o) + n"bq"
la constante arbitraire étant renfermée sous le signe .

Alors, remplacant dansp® + bg" = e®*+™ p et ¢ par leurs valeurs en fone-
tion de ¢, on aura

(ag + )" _ n"bg—'dg
() e [

ce qui donne une relation entre z et q.
On a aussi

y=gqe~,
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-4’00
__f n"hqt - 1dq
(2) y=gqe (aq +c)* +. ”bq"

ce qui donne une relation entre y et g. Il n’y aura plus qu’a éliminer ¢
entre (1) et (2) pour avoir l'intégrale demandée. On peut aussi regarder
les équations (1) et (2) comme représentant cette intégrale, et la question
est ramenée a de simples quadratures.

30 Deuxieme exemple : Intégration de

dy”

A do

Faxy +Ax~JZn W it J-{-\X"y"_.O

dn

ol X représente une fonclion quelconque de la variable z, et A\AA,, ...,
A*—t A, des nombres quelconques.
Je fais

z=—=1yel,
d’otl
dy b g — gt
=peTh y=ge~t.
Par 14 il vient

() Ap®+ AXpr—tq + AXopr—22 ... + Ay X —Ipgi—1 4 A X" = 0.

Je pose
dz
nApn—i -+ (n J— 1)A{Xpn—2q + e An_lxn—lqn-—l
_ dt
TTAXpr—1 4 20,Xepn—2g + ... + 1A, X"gr—1
— —dp —dq

T X(Apr1g + 20,Xpr 2t + ... + A X0 — lq 0
On voit d’abord que

pdx + gqdt =0,
que
qu_
X~ X

> s Xd . ] I
d’ou pdz :—X;), et, par suite, p—=cmX, ¢ étant une constante arbitraire,

et m une racine de I'équation

(2) A" + A=t + A2 4 4 A + A, =0.
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On aaussidg =0, d’o ¢ =¢,, ¢, ¢tant une nouvelle constante. Ces valeurs
depet g, portées dans I'équation (1), donnent

Acm"X® 4 A" Tl Xrm" T 4 L o Agsed) T tmX 4 APCIXP =0,

N& - e\t o, c A
2;— m+Ac—‘ m +‘..+A,,_1?‘m+ n:O,

1

ou

d’ou I'on voit que c =¢;.
D’autre part, 1'équation pdzx + qdt =0, si I'on tient compte des résultats

obtenus, devient
cdt = — pdx = — emXdz,

d’ou
t:—med:c, et — g—mJXds,
Comme y ==qe~*,0n a
y = cem/dz,

Nous pouvons supposer la constante qui doit accompagner fXdz con-

logg
tenue dans ¢; je vois donc que m=7.—m-

Enfin, m étant une racine de I'équation (2), j'ai pour l'intégrale de-

mandée
7\" \"! y
<log é) (log E) log P
A Tm +Al mﬂ: —+ ... -rAn_lmml— A”ZO-

On peut arriver plus simplement a ce résultat. On pose

dy _
(3) & — myX,
, . dy . © lra e N
etl’on voit que cette valeur de Iz satisfera 4 1'équation proposée, sim est

racine de I’équation (2). Or, en inlégrant I'équation (3), on trouve

9 = cem/iz,

logg
dou m= j—.—m; et cette valeur de m, portée dans (2), dounera linté-

grale eherchée. C'est celle que nous avons trouvée.
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4 Remarque. — Silon a

dy dyn—1 dyn—2 d
Ao M) s + MO G e+ Bamaflag = G+ Al =0,
\
dy , .
on fera Iz m flx,y), m étant une racine de

Avt A=t + Agun—2 4 ...+ Ap_u+A,=0;

. R d .
et si 'on sait intégrer E%_—_m flx,y), on aura une équation entre x,y,m

et une constante arbitraire. L'élimination dem entre cette équation et la
suivante
Am* 4 Aymi—t - Aamr—2 4+ .. 4+ Ap_ym+ A, =0,

donnera I'intéegrale de 1'équation proposée.
Si, par exemple, on a

dy*  dyn—1 d
A(—l-%"+A,(éTl+...+A,,_id—Z+A,,=O,

d .
on pesera d—gﬂ:m, dout y —c=mretm=—

—C e
Y 7 et I'intégrale deman-

dée sera

— e\ —c\r—1 —
A(%‘ +A'(y’cc> +..,+An_1yxc+An=0.

VK

QUESTIONS

Trouver tous les couples de courbes qui jouissent de la propriété sui-
vante : D’un point quelconque de I'espace, les deux courbes paraissent se
couper & angle droit? (MannuEDL.)

Ftant donnée une courbe dont on connait le degré, la classe et les sin-
gularités, étudier le lieu des points d’ott I'on peut mener & la courbe deux
tangentes égales. Déterminer son degré, sa classe et ses singularités.

Méme question, les tangentes égales étant menées a deux courbes dis-
tinctes. (LAGUERRE.)



