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Formules fondamentales de Géomeétrie tricirculaire
et tétraspherique; par M. Ep. Lucas.

(Séance du 2 mai 1877.)

1. Norarions. — Nous désignerons par :

r; le rayon d’un cercle ou d’une sphére de centre O;;

d;; la distance des centres O; et O; de deux cercles, ou de deux
spheéres

a;; le cosinus de I'angle des deux cercles ou des deux sphéres O;
et O;;

r;; le rayon du cercle ou de la sphére qui coupe orthogonalement
les deux cercles ou les deux sphéres O; et O; et la ligne de leurs
centres;

s;in I'aire du triangle des centres O;, O; et O; de trois cercles d’'un
plan ou de trois sphéres;

;i le rayon du cercle orthogonal aux trois cercles d'un plan ou
de la sphére orthogonale & trois sphéres et au plan de leurs
centres;

viju le volume du tétraédre formé par les centres de quatre sphéres;

riiu le rayon de la sphére orthogonale & quatre sphéres;
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x, avee U'indice correspondant, la puissance par rapport au cercle
d’un point de son plan, ou la puissance par rapport a la sphére
d’un point de 'espace.

De plus, nous supposons
sin? A,‘j = ’

a;; Qi Qi
sinftAp=| a; a; au |,
Qki Qkj Qi

Qi a; Qi ay
Gi G Gk At

sin?Aju= ,
Ay @y Ak am

‘an a; amg ay
et ainsi de suite.

2. Cela posé, on a les formules suivantes :

(l) 2rirjag=ri +r} — i’j:
(=) (rydy)* =+ (rirjsinA;)*=o,
(3) (veargasgr)'+ (rirjresinA)? =o,
4) (v.2.3rip o)+ (rirjrersin Agu)? = o.

3. On a encore

1
A aij ;'
\ 1
(5) G @y ~|=o,
T
1 1 I
ri rporj
1
Qi Qij  Qik -
ri
I
i @i Gy —
(6) I |=o,
1
Ak Aij Ak —_
Tk
1 T I I
r; I‘,' 'y I',-:;'/,.
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t
Ai; Ay Qix Ay =
r
I
AGi A A aji ;
1
I
7) Wi @y an aw  ~ |=o.

I
a; a; ax aq -
n
I 1 1 I I

re rpoore e rim

Ces formules permettent de déterminer par comparaison, avec les
précédentes (2), (3) et (4), la longueur de la distance, l'aire du
triangle ou le wolume du tétraédre formé par les centres de

deux, trois ou quatre sphéres dont on donne les rayons et les
angles.

On a ainsi

a a.- —
1 if r;
(8) a; - d">
a —|=l—=)>
A Jt 1 '.[ r‘.rl
S
- — o
re oy

aii A A —

aj; Qj apx --

( ) )¢ 1 ] ri| »3 Sijh 1,
9 rirjri

an Q4 ag —

Tk
1 1 1
— — — o
r; r‘,' Ik
1
Qi Ay Ak Qi T
i
T
@i Qi Qik Qi ""
/

(10) ai ay a L= -—-———-—2'3'"'?"“)2.
‘ ki kj kk Akl e rrer
Qi a; Q. Ay ?I
1 T I I
—_ - — — o0
r; rj r 'y
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4. On a, entre les cosinus des angles de cinq sphéres quelcon-
ques de ’espace, la relation

fr1) sin*Ajjum = 0;

on a d’ailleurs une formule analogue pour les cercles d’un plan.
Les puissances d’'un point par rapport a quatre cercles Oy, O,,
O; et O, sont liées par la formule

(12) xS — Ziswi+ 2y — xisip= K,
dans laquelle le second membre est constant; on a, de méme, pour
les puissances d'un point par rapport a cinq sphéres quelconques,

(13) ZiVjkim — XjVhimi + ZhVimij — ZtVmijk + Zmin = K.

Lorsque les quatre cercles sont orthogonaux 4 un méme cercle,
ou lorsque les cinq sphéres sont orthogonales a une méme sphére,
le second membre des équations précédentes est nul.

5. Désignons par §;; la distance du centre radical de trois cercles
0;, O, et O, a la droite des centres O; et O, et par §;; la distance du
centre radical de quatre sphéres O;, O;, O, et O; au plan des trois
centres O;, O; et Oy; on a, pour le calcul de ces distances, les for-
mules

(14) (dy&y) = (rirysinAy)? + (drin)’,
ou cncore
(15) Ei=riy—r;

et, dans l'espace,

(16) (s,-jl,z,-j/,)2 = (2rryrsinAg)? + (dg,«,, i)
ou encore
(17) Elk = rim — rijx-

6. On a pour l’équation linéaire du cercle orthogonal a trois
cercles O;, O;, O;, ou de la sphére orthogonale a trois sphéres et
au plan de leurs centres

1 . .
(18) Tijh = = (idjbjp + xjdiiku + xadigbi) 4- 20rj;
i
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de méme, pour I'équation de la sphére orthogonale a quatre
sphéres

I
(19) iju= £ (z:idjutju+ xjdii v+ 2ediEaj+ 2odipEip) + 2 i,

i

On obtient encore les équations homogénes et quadratiques du

cercle orthogonal a trois cercles, ou de la sphére orthogonale a
quatre sphéres, par les formules suivantes :

X
Aii  Qjj Qi -
ri
. .Z‘j
i G G '
(20) ! =o,
Tk
Ak Qkj  Gkk —
Tk
x; % Zh x,-,,,)’
ri rp rg ijk
x;
Qi Qi Ak Qi —
Iy
Zj
i 4 G aj e
J
Tk
(2!) Qi Qx A Ay - —=o.
*
x|
ai a pyag ap —
r:
x X xk Xy x;,'u>”
i rp re n Vijk

On aurait de méme I'équation linéaire et I'équation quadratique
homogéne du cercle ou de la sphére orthogonale 4 deux cercles ou
a deux sphéres et a la ligne de leurs centres.

Il existe entre les puissances d’'un point par rapport a trois cer-
cles quelconques la relation fondamentale

Zi+Xi+2aiirir; Xi+Xj+2airil; Xi+ZTk+2aalir
(22) | 2j + i + 2aj1ir: x5+ xj+2a 11T Xj+ Xk 2T |=0.
Xk—+ i+ 2ap ki . X+ xj+ 24Tk 1y Xkt X~ 20k Tk Tk

Cette relation est du second degré; il en existe une analoguc
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pour les puissances d’un point par rapport a quatre sphéres; on a
plus simplement pour les puissances par rapport 4 deux cercles,
d’un point de la ligne des centres,

| i+ i+ 2a;ir,r; X+ Xj+ 2a;r71;

h2) =o.

X))+ i 2T X+ X+ 207157

7. L’ensemble de deux cercles ou de deux sphéres réciproques
par rapport au cercle ou ala sphére O;;; a pour équation

L X o L x,
(24) 2%k e (BZ Pi%i L PATH)
l‘;l‘jl’/, ri l‘j ry
ou, en tirant x;; de la formule (20),
i
Qi @ Qi —
ri
ai a; ap
i @i ap iz \2
i . kg
[25) ! =(——' Ay i ’+P—~)-
' Tk r; rj ry
i QG Ak —
Tk
Zi Xj Xk
= Z = o
ri l'j Iy

On obtient, pour déterminer les rayons p de ces deux cercles, la
formule

(26) (p,- sinAji + pisinAg L P sinAy 28y > — VA,

r r ry i)

en supposanl.

- Pi s
Qi; a;j [m ﬂ sin Aj}
ri
aj; aj aj L:i sin Ay
() A= ! :
Pk .
a ay ik -sinAy
ri
P . i [,
&smAﬁ KsmA;,- —B—smA;j —1
ri ri ry

On obtiendra de méme les équations et les rayons de deux sphéres
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réciproques par rapport a la sphére orthogonale 4 quatre sphéres
données.

8. En déterminant les coeflicients p;, de telle sorte que ’ensemble
des cercles ou des sphéres réciproques passe par les points d’inter-
section des trois cercles ou des quatre sphéres, on a pour le systéme
des huit cercles passant par trois des six points d’intersection de
trois cercles donnés I'équation
2 Siji
rirjr

X . x; . Tk .
Zipp = (—' sinAj, == ~sinAg == r-smA,-;> =o.
r; ry I

(28

Cette équation devient du seiziéme degré en coordonnées carté-
siennes, aprés la disparition des doubles signes. L’équation précé-
dente peut s’écrire encore

g.[COS(AiJ == Aux) — cosAj]
(29) -+ %_[COS( ji = Aj) — cosAu]
J

rg \
\ -+ ;-,‘[COS(A}J-:L“ A/,,-) —_ COSA,'.,'] = 0.

L’ensemble du systéme de deux cercles réciproques, défini par la
régle des signes, a pour équation

. Ak + Ay — A Ay + Aj— A
r;x; xi sin i_.—_i/__._',.;.r/x“x‘.Sln__'l____/__J_
30)] : ’
[+
- Aj+ A — Ay
? -+ ryx; x; sin —~-‘I‘—————:‘————u- = 0.

Les rayons p de ces deux cercles sont fournis par la formule

(3') 2 sin Aj), —+ An + Ay _ sinA,q, + sin Ay " sinA;; 4+ 2 Sk .
p

2 r; r re oririn

11 est facile d’appliquer ces résultats au systéme de quatre spheéres
ou tétrasphére. L'ensemble des seize sphéres circonscrites a la
tétrasphére est donné par ’équation
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qui devient du trente-deuxiéme degré en coordonnées cartésiennes.

Les rayons p des sphéres circonscrites sont donnés par la for-
mule

2 gn Ajrr+ Awi + Auj + Aiji
2

_ sin Ay + sin A + sin Ay + sin A + 6Viu )
r; rj 14 r; rirjrir;

-

(33)

La formule (31) conduit immédiatement & ce théoréme :

Tatorime. — La somme des inverses des rayons des cercles

passant par trois des six points d’intersection de trois cercles
orthogonaux deux & deux est nulle.

9. Par des considérations analogues aux précédentes, on ob-
tient I'équation du systéme des huit cercles tangents a trois cercles

donnés et des seize sphéres tangentes a quatre sphéres données.
On a, dans ce dernier cas,

LA P TR

o sin?—2  sin? == sin?— =

2 ri

. A Ap  x;

sin? —2’—' o sin? ?’ sin? = 7’

J

A . Ay . A

(34) sin? — sm’—z—l ° sin?—= — | =o.

k

LAy o Ay L As x;

sin? — sin? —';4 sin’—= o =

) "l

Zi xj o x o
¥ ry Ik r

On trouvera des résultats analogues pour les rayons de ces
1 ’ : ' M ’
sphéres et pour les équations’et les rayons des cercles conjugués

au systéme de trois cercles, et des sphéres conjuguées a la tétra-
spheére.



