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Sur le paraboloide des normales d'une surface réglée ;
par M. A. MaNNuEIM.

(Séance du 25 juillet 1877.)

Soit G la génératrice d’'une surface réglée (G). Le paraboloide
dont nous allons nous occuper est lc licu des normales a (G) issues
de tous les points de la génératrice G.

Prenons ( fig. 1) pour planhorizontal de projection le plan tangent
a (G) au point qui est a 'infini sur G et pour plan vertical de projec-
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tion un plan perpendiculaire 4 G. Désignons par ¢ le point central
sur G. Le plan central est le plan mené par G perpendiculaire-
ment au plan horizontal, et alors la normale 4 ce plan, élevée du
point central, est la perpendiculaire menée a G dans le plan hori-
zontal a partir du point c. Cette perpendiculaire apparticnt au pa-
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raboloide des normales : elle constitue avec G la trace horizontale
de ce paraboloide.

Menons, 4 partir d’un point (@, @) de G, la normale & (G) ; soient
(a'm/y am ) les projections de cette droite. Elle appartient au pa-
raboloide. La génératrice de ce paraboloide, qui passe par le point
(m'ym) de cette droite, étant paralléle au plan directeur de ce para-
boloide, qui n’est autre que le plan central de (G), se projette hori-
zontalement suivant m¢. La trace horizontale de cette droite est au
point £ et par suite la trace horizontale du plan tangent en m au
paraboloide est la droite at.

Le plan central relatif a la génératrice (am, a'm’) du paraboloide
est le plan (m/d'a). Nous avons donc pour la droite (am, a'm')
le plan central et le plan tangent en m au paraboloide. 11 est alors
facile pour cette droite de déterminer le paramétre de distribution
des plans tangents au paraboloide.

Ce paramétre, que nous désignons par K,, est égal au segment
a'm’ divisé par la tangente de’angle que font entre eux le plan cen-
daral (m/a'a) et le plan tangent en m au paraboloide. Pour déterminer
cette tangente, menons par le pointz un plan perpendiculaire a la
droite (a’'m/, am). Ce plan a pour traces p/«t, il coupe le plan cen-
tral (m'a’a) suivant une droite projetée horizontalement suivant pg
et le plan tangent en m au paraboloide suivant la droite ¢p. L’angle

compris entre ces deux droites est I'angle dont nous devons prendre
. ,ap
la tangente. Cette tangente est égale A ——.
° 1z

Le paramétre K, est donc égal a

a'm' ac
—_—
an’ sinf cos0
P4

en appelant § 'angle que la normale am fait avec la normale ct.
Le paramétre de distribution des plans tangents a (G) pour G est

ac

K=—;
tang6’

on a donc
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Telle est la valeur du paramétre de distribution des plans

tangent au paraboloide des normales pour une génératrice quel-
conque am.

On peut arriver plus rapidement a ce résultat de la maniére sui-
vante. On a '
_ac
En différentiant, il vient
K d.ac
cos'0 — Tdi

d.ac cst la plus courte distance entre am et la normale de ()
qui est infiniment voisine de am.
d0 est I'angle de ces deux normales.

d.ac est donc K.
al ,
On a alors
K
K = cos'0’

Lorsque 6 est nul, c’est-a-dire lorsque I'on considére la droite
ct, le paramétre relatif a cette droite est égal au paramétre relatif

a (G).

Construisons K. Prenons ( fig. 2) dans un plan quelconque mené

Fig. 2.

par G, a partir du point central ¢, sur la perpendiculaire a G, une
longueur cd égale a K. En joignant le point d au point quelconque
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a, on a I'angle cda qui est égal a 'angle § que la normale 4 a a (G)
fait avec la normale en ¢ au plan central de cette surface.
Menons a partir de d la perpendiculaire de a da: on a

da de K
ae — frommany == 3 ‘,
cosf cos*6  cos*d
ainsi
: ac =K,.

La construction que nous trouvons ainsi n'est autre qye cellc
qui donne pour le point a le segment ae qui est égal 4 1a moyenne
géométrique des rayons de courbure principaux de (G) en a. Nous
trouvons donc, d’aprés cette remarque, que pour la génératrice am
du paraboloide des normales, lequel est unennormalie de (G), le pa-
ramétre de distribution des plans tangents est égal a la moyenne
proportionnelle des rayons de courbure principaux de (G) pour le
point a. Cette propriété, comme I'on sait, est vraie pour une sur-
face quelconque, lorsque la normalie que I'on considére a pour di-
rectrice une ligne asymptotique de cette surface (') (voir Mémoire
sur les pinceaux de droite, etc., Chap. XXXI).



