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Sur Uintégration de l'équation y % — % (g;) =6 f(x), f étant

un polyndme du second degré; par M. Lacuerze.

(Séance du 19 décembre 1877.)

1. Etant donnée P’équation du second ordre
dy 2 /dy\?
(1 raz—3(Z) =6,

ou f désigne un polynéme du second degré en x, on sait que cette
équation admet comme solutions une infinité de polyndmes entiers
du troisiéme degré, 4 savoir tous les polynémes du troisiéme degré
dont le hessien est égal 2 f(x). Je me propose dans la Note sui-
vante de trouver son intégrale générale.

A =y', Péquation (1)

A cet effet, je remarque qu’en posant ——
s ) que q P dz
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peut étre remplacée par le systéme d’équations simultanées du pre-
mier ordre
dzx dy dy’

(2) — ==

e R
y*or’ly 6fy *+3yir’

’

dont le dernier multiplicateur est égal a I'unité, puisque 'on a
P g » puisq

n _4 _1 i
gd; (%) + %.(r Y+ gf,—,(ﬁfr 30y ’)=0-

Des principes établis par Jacobi, il résulte qu’il suffit, pour inté-
grer complétement 1’équation (1), d’en trouver une intégrale du
premier ordre renfermant une constante arbitraire.

Pour I'obtenir, je prends successivement les trois premiéres dé-
rivées de I’équation

2 2 —
(3) yr’—3r*=6f
a savoir
1 I an¥ ’
(4) ¥ —3r'r'=6f"
2 -
(8) 7P 3" — 3y =617,

5
”' -+ gy- ]’":0.

La derniére équation s’intégre immédiatement, et donne, en dési-
gnant par « une constante arbitraire,
_5

(6) yv=36ay .

Eliminant 5, y” et y” entre les équations (3), (4). (5) et (6),
on obtient I'intégrale du premier ordre

0

(7) Jr*=3fyy'+ %f”r’ +9fr=9ar’;
d’ou I'on déduit, en posant

f=Ax*+Bx+C et A=B'—4AC=f"—aoff",

(8) y = 3(f-’" + \/Af’z; 4f° + 4&)’%);
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d’ou

2fy’ —3f'y=3 \/Af" —bf —bafr®.

2. Je remarque maintenant que, d’aprés la théorie due a Jacobi,
le facteur qui rend une différentielle exacte le premier membre de
I'équation

_4 _s
(9) y 'y'dz—y *dy=o
) § . ;. \
est dz’ ou, a un facteur numerique pres,

dy’

4 4

3),5 . ,'VS
2fy"=3fy b
Vay—ir—dafy
En multipliant I’équation (g) par ce facteur intégrant et en
remplacant y’ par sa valeur tirée de ’équation (8), il viendra

3 dx 3f ' ydx — 2 fdy

2224 =o.

2L VA — b — ey

—3 . 3 _s .

Posons y =3z *, d’ou dy =— -z * dz; en substituant ces va-
2
leurs dans I’expression précédente, il viendra, aprés avoir supprimé
)
le facteur >
dx+ ['zdx + fdz _
f faYA+ fafz— fz
Fl
ou encore, en posant fz = u et, par suite, y = ('g) ’
dxz du

(xe) VAT rre i

L’équation (1) s’intégre donc complétement au moyen des fonc-
tions elliptiques et cette intégrale est, en désignant par « et 3 deux
constantes arbitraires,

fﬂ_{__ du —5
J fu\/A+4azu——u3_ ’

ou u doit étre remplacé par sa valeur fy °.

DI



3. Comme je I'ai fait observer au débnt de cette Note, I'équa-
tion (1) admet comme solntions une infinité de polyndmes entiers;
en considérant I'intégrale intermédiaire (9), on voit immédiate-
ment que, pour ces solutions, «doit tre nul, etil est facile de voir,
en effet, que, dans ce cas, I'équation (10) s’intégre algébriquement.

Pour I'une quelconque de ces solutions, on a ainsi

Fr=3fry'+2 fly+9fi=o,

ou encore, en multipliant le premier membre par 4 f et en décom-
posant ses premiers termes en la somme de deux carrés,

(fy = 3f ) + (211" — 4£7) 7+ 36 =0,

Pour employer les notations habituelles, si nous posons f'= H,

y=Uet2fy'—3f"y =37, il viendra
J'— AU+ {H*=o.

C’est la relation bien connue qui existe entre les covariants d’une
forme cubique.



