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Sur des fonctions analogues a celles de Sturm;
par M. LEmonniEr.
(Séance du 13 février 1878.)

Soient F (x), f(x) deux fonctions entiéres de x; a et b deux in-
déterminées ou deux nombres pris a volonté, qui toutefois n’an-
nulent pas f(x).

Sil’on pose

F(z)=f(2) Az + p) — ( — a) (+ — b) fi(#),

la fonction f; (x) est entiére, quand A et u se déterminent par les

deux conditions
F(a)=f(a) ha+ ),
F(b) =£(b) (Ab -+ p).

Par I'élimination de 2 et de p, en faisant

(e —a)(z— b)filx)=u,
il s’ensuit

u+F(z) zf(x) flx)
F(a) af(a) f(a) | =0,
F@®) b0f(b) f(b)
d’ou
F(z) zf(z) fla)
u(a—b)f(a)f(b) +| F(a) af(a) fla) |=o,
F(b) bf(b) f(b)
u(a—b) f(a) f(b) + (a — b) f(a) f () F ()

— (@ — b F(a) f(b) f @) + (= — @) F(8) f(a) f () = o,
| §u=w—@w—wﬁw

( Fla) z—b _ F(b)

:_””+fQWﬂaa—b+JM%E%}

a et b supposés diftérents.




— 130 —
Si les coefficients sont réels dans F (x) et f(x), qu’on prenne
a=a—+Bi, b=a—Bi,
en faisant

Fla+Bi)=P+Qi, fla+Bi)=p-+qi,
on obtient

Flajz—b  F(b)z—a B(Pp+Qq)— (r—a)(Pqg—Qp)

ﬁg)a—-o f®) b—a— B(p*+ ¢*) ’

et par suite
(P + @) [(z — a) + B fi(2)

=—(p"+ ¢*) F(z) + f (=) [Pp+ Q¢—(z— “)Pq ; QP]_

(2)

C’est, en particulier, pour « + f3i =1,
oy | P fle)

[ =—(p+¢)F(z) +flz)[Pp+Qq—=x(Pg— Qp)],
avec _

P=F,(—1), Q=F(—1), p=fi(—1), ¢=fi(—1),
sil’on a

Flz)=F. (") + o Fa(’), fl&) =fi(e") +2fil2).
En prenant @ = b, et posant ainsi
F(2) = f(2) \x + ) — (= — a)'fi (@),

la fonction fi(x) sera également entiére, quand A et p seront
donnés par

F (a) =fl(a) (Aa + p),
F'(a) =2[f(a) + af'(a)] + pf'(a);

d’ou résulte, en faisant u = (x — a)*f; (x),

u+Fl@) zfls) fla)
@  afl@  fla) |=o,
)

F
Fla) fla)+af'(a) fla) |



i
5
=
K
=
S,
f&‘
|
s
=
8
%
:5;

F'(a) f(a)]}

De la
2'f(0) fi(x) =—F (=) flo)
-+ f() | (0) (o) — =[F 0) f'(0) — F'(0) flo)]}

pourvu que £ (o) soit différent de zéro.
D’aprés les formules (2) et (3 ), si I'on pose

(P*+ ¢")F(2) = fl2) Az + p) — (& — &) — p*] fi ()

(3)

et

fla) F(z)=f(#)(Az + p) — (= — o) fi(=),
on a
Uz —ap+B1fie)=—(p+)F(e)+fle) Pp+Qg (2 —2) L 2E],
&) ( (@ — apfi()=—f(@]} F(2) ,
+/(){F (a) f(a)— (z — @) [F (a)f"(a) — F'(a) f(a)]}
Il est 4 remarquer que la formule (3), quand on fait tendre le
module de a vers l'infini, donne un résultat qui revient au reste,
changé de signe, que donne la division de F'(x) par f(x), au cas de
Flz)=Az" +Az"'+...,
flz)=Bx™'+ B,a"+....

En effet, on a pour lors

(x—a)fi(x)= —Fz‘)—t—f( )_ F(a)f"(a) —F'(a) f(a)

-——1

i 7
. Fla)f(a)+aF(a)f'(a)—aF (o) fla )]
] 7@
=—Fla)+flo)| — # T
, (A/B—AB, )a""—’+. ..
B'a—? 4. ] )

+/10
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Dans cette égalité, le second membre, quand le module de a tend
vers c , a pour limite

— F(z) + f(z) (%x+ %—,AB'),

ce qui est le reste, changé de signe, de la division de F(x) par
S ().

En désignant ce résultat par V,, on a ainsi

Vian—4 .. 1 Va4, ..

Jilz)= am— T : )
(@ +...)(x—a) a (a’"'—’+...)(x—2—’§+x)

a @
par ou I'on voit que a* f{ (x) a pour limite V,. Le procédé de la di-
vision répond en conséquence a I’hypothése de a = = .

A la place des formules qui précédent, on peut en établir d’autres
qui dépendent d’un plus grand nombre d’indéterminées, en faisant
varier le nombre des indéterminées distinctes et leur degré de mul-
tiplicité.

Par exemple, en prenant

u=(x—a)(x—b)(x —c)fi(x),

, Flo) «fle) =f(z) fla)
asle af@ SO ke wfla) afia) fla)|_
“| BIORIO) SO+ Ry rw) bpe) re) | T
ou
ula— b)(a— o)(b — ) fla) £15)£10)

Fla) (e—apfle) (o—a)f(e) flo)
R o fla
=|¥0) 6—arf) ©—are ro)|

Flo) (e—aPfle) (c—alfle) f(o

Pour u = (x — a)® f(x), on aurait
u+F (d 2 f(a) afiz)  fle
F (o «f(a) afld  fla)|_

(
¥ (a) 2af(a) + a'f'(a) fla)+af'a) [f'(a
F'(a) 2f(a)+ faf'(a) +af"a) >f'a)+af'{a [



d’ou
F(z) (#—a)f(z) (z—a)flz) f(2)
'__)3~ F (a) o o f(a)
=1 pa o fla )|
)

(a
Fa)  2f(a) 2f'(a)  f"

2(x — a)'f.(2) fla) =— 2f(a) [F(x) f(a) — f(#) F(a)]
— (z — a) f(2) f(a)[F(a) f"(a) — f(a) ¥*(a]]
+ 2(2 — a) f(2)[F(a) f'(a) — F'(a) fla)}
X [(= — a) f'(a) — fla)].

Les formules que nous avons ainsi établies peuvent servir a la re- -
cherche du plus grand commun diviseur de deux polyndmes entiers
en x,lorsque les coeflicients y sont numériques, et, en s’appliquant
a deux polyndmes dont I'un soit la dérivée de I’autre, peuvent con-
duire a des séries de polyndmes susceptibles de remplacer la série
des fonctions de Sturm.

Reprenons, en effet, I'égalité

F(z) = (Az + p) f(2) — (x — a) (x — b) fi(2)

F(z) = (A + p) f(2) — (= — a)'fi(=).

Sini a, ni 4, n’annule f(x), les diviseurs communs de F(x) et
[ (x) sont les mémes que ceux de f(x) et f; (x).

Lorsque F(x) est du degré m, et f(x) d'un degré inférieur, le
degré de f; (x) est m — 2 au plus. Quand f(x) est comme F (x) du
degré m, le degré de f () est m — 1, et si, f(x) étant du degré m,
F(x) est d'un degré moindre, c’est encore du degré m — 1 que se
trouve f; (x).

D’aprés cela, en remplagant F (x) par f(x), puis en continuant
de la méme maniére jusqu’a un résultat constant ou nul, soit gn’on
emploie a chaque calcul d’une nouvelle fonction les mémes nom-
bres a et b, soit qu'on les change, on arrivera & connaitre le plus
grand commun diviseur.

Si au point de départ f(x) est la dérivée de F(x), ces polynémes
F(x), f (x) et les suivants f; (x), f2(x), ... constitueront une suite
de polynémes jouissant des mémes propriétés que les fonctions de
Sturm a I'égard de valeurs de x situées d'un mé¢me coté des nom-

ou
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bres a et b, a ’égard de valeurs réelles de x quelconques, si a et b
sont des nombres imaginaires conjugués ou des nombres réels égaux,
aucun d’eux d’ailleurs ne devant annuler f(x).

Comme exemple, sous ce rapport, prenons

Flz)= 2+ 2*— 2'—2'+2'—2+1,
flz)=6x*+52'—fa*+ 22 —1.
En usant de la formule (3)’, on a

rfiz)=—(*+ 22— — 2+ 2°— 2 +1)
+ (62t + 52— fa*— 32+ 222 — 1) (— 1 — %)
=—nx'—122*+ 182°,
d’ou
filg) =— g2 — 122° + 8.
Qu’on pose, en second lieu,

Flz)= 6x*+ 52— fa*— 32+ 22 —1,
fl#)==752'—122°+ 8x,

et qu'on observe qu’on a

F(—1)=—3, fl—1)=—3,
Fl—)= 6 f(—1)= o
on trouvera
( +1)fi(x) =— (62 + b2' — far— 32*+ 22 — 1)9

+ (—g2'+122°+82)[9 — (z +1)18],
Hx+1jifi(z) =— 6a*—Ba‘+ {2+ 32> — a2z +1
+ (ga*+122°— 8x) (1 + 22)

=82%+ 262+ 162* — 102?— 107 4+ 1.

De la
Jolx) =82+ 102 — 122 + 1.

Soit, en troisiéme lieu,

Fl#)=—q2— 72"+ 8z,

flx)= 8a*+r0x—122 +1,
puis

F(—1)=-=3, f(—1)= 15,
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il s’ensuit
(2 +1)fi(x) = (72 + xzx’—Sx).l_’S’
+ (8x*+ 102 — 122 +1)[—3.156 — (2 +1)3.8],
iz +1)fi(x) = (72 + 122°— 8x)75
— (8x*+ 102 — 122 +1) (82 — 23)
= {612'+ 636 2+ 1342 — 3322 — 23,

d’ou
fi(x) = 4612°— 2862 — 23.
Faisant 1a
F(z)=82*+102"— 122 +1,
S(xz) =4612*— 2862 — 23,
on a
F(o)=1, flo)=— 23,
F'(o)=—12, f'(0)=— 286,
z'f(2) =— (82 + 102 — 122 +1) 529

+ (46127 — 2862 — 23) (— 23 + 562.x)
= 254850 2* — 176625 27,
de sorte que
Ji(x) = 2548502 — 176625,
ou mieux
Jfi(z) = 3398x — 2355;
puis par
F(z) =4612°— 2862 — 23, F (1)=152, f(1)=1043,
JS(x) = 3398x — 2355, F'(1)=636, f'(1)= 3398,

on obtient

(2 — 1) fi(x) = (— 46127+ 286 x + 23)1087849
+ (33982 — 2355)(11684 + 146852 x)
=— 2495293 x* + 4990586 x — 2495293,

fi(x) = — 2495293.

De gros coefficients, 4 mesure qu'on avance, paraissent inévi-
tables; les suppressions de facteurs communs sont accidentelles,
toujours avantageuses. Il y a a chaque opération un contréle des
calculs qui s’étend & tous les coefficients, pour peu qu’on recoure a

d’ou
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d’autres nombres auxiliaires que zéro, ce qui est chose précieuse.
Cependant la méthode de calcul par des déterminants, a laquelle
j’ai été conduit par d’autres considérations, me parait en général
préférable; elle se distingue surtout par son heureuse application
a la résolution de deux équations entiéres en x et y.



