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Sur la résultante de deux forces appliquées & un seul point;
par M. P. Tcuesicaer.

(Séance du 14 juillet 1878.)

1. D’aprés un théoréme sur les angles compris entre les plans
qui passent par un point, on parvient aisément a une relation trés-
remarquable entre les angles que font les trois forces Ry, R,, Rs,
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appliquées 4 un seul point et les résultantes de ces forces, prises
deux a deux, savoir :

sin(R,, (R, R.]) sin(R,, [Rs, R,]) sin(Rs, [Rs, R\])
(1) sin(Ry, [R,, R;]) sin(R,, [R;, R,)) sin(R,, [R, R,])

ou, par

[RiRs), [Rs Rsl, [Rs, R,

nous désignons les résultantes des forces R, et R,, R, et R, R; et
R;, et par

(Ri, [Riy Ra]), (Rsy [RiyRa]), (Rsy[Rsy Rs])y ...

les angles entre les résultantes et les forces qui les composent.

C’est cette équation qui servait de base a deux nouvelles démon-
strations du paralle’logramme des forces, données en décembre 1875
par M. Darboux dans le Bulletin des Sciences mathématiques, et
par moi dans une Communication faite 4 la Société mathématique
de Moscou (*).

Nous allons montrer maintenant comment on peut_ trouver,
d’apreés cette équation, la valeur du rapport

Sin(Ru [Rv, Rz])
Sil’l(R:, [Rl, Rz])’

sans rien admettre sur la direction de la résultante et la conti-
nuité.
2. Aprés avoir remarqué, d’aprés 'équation (1), que le rapport

sin(Rs, [_Ru Bs])
sin(R,, [R,, R;])

ne dépend pas de I’angle fait par les forces R,, Rs (*), nous suppo-
sons que cet angle est réduit a 120 degrés, et nous désignons par ¢
I’angle entre la force R, et la résultante [R,, R;] des deux forces

(') Recueil mathématique de la Société, 1876. (Extrait du protocole de la séance du
14 décembre 1875.)

(*) Poir la démonstration du parallélogramme des forces de M. Darboux, citée plus
haut.
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Ry, R;. Nous obtenons ainsi

sin(R,, [Ru Rs]) __sin(120° — %) _ \/75- .
sin (Rn [Rl’ Rg]) - Sillq} = ?Colq) -+ ;,

Mais on reconnait aisément que la résultante d’un tel systéme de
deux forces ne sera pas altérée si 'on diminue de 60 degrés I’angle
compris entre elles, et que 'on diminue en méme temps la force R,
de R,; car un tel changement de notre systéme peut évidemment
étre effectué si I'on y ajoute trois forces égales a R; et disposées
symétriquement autour du point d’application, savoir : deux forces
dans les directions opposées aux deux forces en question, et la
troisiéme faisant avec ces forces un angle de 6o degrés. Or, pour
le systtme de deux forces Ry, R, ainsi modifié, on aura, d’aprés
notre notation,

sin (R, [Ri— Ry, Ry]) _ sin(60°— ) _ V3 coto — !
sin(R,, [Ri—Rs, Rs]) 7 sing =20y

ce qui, étant retranché de la formule précédente, nous donne

sin(Ry [Ry Rs])  sin(Ry [R—Ry, Ry}
sin(R, [R, R,)) _ sin(R,—R,, [R—R,, R,])

3. En remplacant, dans cette équation, R, par
R,, R.—R;,, Ri—2R;, ..., R,—(m—1)R,,

que nous supposons toutes ne pas étre inférieures & Ry, nous trou-
vons une série d’équations qui donnent

sin(Ry, [Ry Ra]) __ sin(Ry [R—mRy R]) _
sin(Ro, [Ro, Rs])  sin(R,— mRs, [Ro— mR;, R,])

ce qu’on peut mettre sous la forme

sin(Ry, [R,, Rs])

sin (Ro, [Ro, Rs])

__F_,[I - R,— mR;
KU TR,

, R, sin(R;, [R,— mR;, R,]) o I;
(R,— mR,) sin (R, — mR,, [R,— R;, mR,]) ’

en remplagant le nombre m par la différence
R, R, —mR,
R, R, ’
égale 4 ce nombre.
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C’est a ’aide de cette formule que nous parvenons a tirer de
I’équation (1) la valeur du rapport

sin (Rn [Bl’ Bz])
sin(R,, [R,, R,])

4. A cet effet, nous supposons que, pour une force quelconque r,
on ait trouvé une quantité L telle que la valeur numérique de

rsin(r, [r, n]) .

rosin(r, [r, 1))

ne surpasse pas L pour toutes les valeurs de », depuis r,=r jusqu’a

ry= ar, 'angle (r, ry) étant égal a go degrés. Dans cette supposi-

tion, en désignant par 6, 6(*) des quantités comprises entre zéro

et 1, nous aurons, pour toutes les valeurs de ry=r + fr, cette

formule .
rsin(r,[r,r+6r))
(r =+ 6r)sin(r, [r+0r))

1==£06L.

Comme il est certain que la résultante ne change pas de direction
quand on remplace les forces par leurs sous-multiples, on aura de
méme

R, sin(Ra, [Rs, Ry + 6R,))

— 1 =106
() [&+7R,Jsin(R,+ 6K, (B, Ko7 0K,) =07k

pour toutes les valeurs de
(4) R, = n’

72 étant un nombre entier.

8. Mais, en prenant dans 1’équation (2) pour m la partie entiére
du quotient R,— R; : R;, on aura

R,— nR;=R;+ 6R;,

et, pour cette valeur de m, I'équation (2) devient

sin(Rs, [Ro, Rs])

sin (R, [R,, R,])
_ R, R,+0R, R,sin(R,, [Ry, R,+ 6R,]) E
—K(' R, 3(1\,—&—91{,) sin(R,+ 0R,, |R,, R,+ OR,]) ]’
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qui, d’aprés (3), dans le cas de
Rg: ’g’
nous donne
sin(Rs, [Ro, Rs]) R,,[ 4+ R+ 0R, 6(°)L].

_ 1= Ro

sin(R,, [Re, R;]) — R,

En posant, dans cette formule,

R. = Rc, Bo = Rz,
et en désignant par
6, 06,

e('O), 6(20)
les valeurs correspondantes de 6 et 6¢*), nous obtenons

sin(Rs, [R, Rs]) _ R, [li R+ 9.R39(.)L],

) __R
sin(Ry, [Ry, Rs]) 7 R, R,
sin(Ry, [Rsy Ra]) _ Ra[ |, Ret 6By
sin(R,, [R, R,]) _IT,[I— R0 L]'

6. En portant ces valeurs dans I’équation (1), nous trouvons
)
qu’elle donnera

{r+ 6,) R,

i (0)
sin(Ry, [Ri, Rs]) _ R, "=, — 64 L'
Sin(R:, [Ru Ri]) R, 1= (' + 9')“’ 6'10)L,

R,

d’ou, par la substitution de la valeur (4) de R,, nous tirons cette
formule :

. (l+9z)l‘
—+ (o
sin(R.[RuR]) R, "= 7k, 0L
sin(R,, [Rn Bz]) Rl 1= (I -+ 6l)r9(lo\L

nR,

Comme, dans cette formule, le nombre 7 peut étre pris aussi
grand qu’on le voudra, et que les quantités

619 92’ 9(;”’ e(z”)

les seules qui dépendent du nombre 7 et des forces R, R,, restent
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comprises enlre zéro et 1, on trouve, d’aprés cette formule, en
faisant croitre n 4 l'infini,

sin(R,, [R,, R]

) _R,
sin(R,, [R, R,]) ~ R,



