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Sur les congruences des nombres eulériens et des cocflicients dif-

férentiels des fonctions trigonométriques, suivant un module
premier; par M. Epouarp Lucas.

1. On sait que, lorsque I'on remplace x par les nombres entiers
consécutifs dans une fonction f(x) entiére et i coefficients entiers,
ou dans une expression de la forme (A, B, C, ..., a, b, c, ..., entiers)

o(x) = Aa*+ Bb*+ Cc* +Dd*+. ..,

les résidus des résultats de la substitution pour tous les modules pre-
miers ou composés se reproduisent périodiquement, et 'amplitude
de la période est, en général, pour un module premier p, égale au
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module dans le cas de la fonction entiére, et au module diminué
de l'unité dans le cas de la fonction transcendante. Ces propriétés
sont indiquées par les formules suivantes, pour k entier et po-
sitif :
flz + kp)==f{x} (mod. p),
olz+kip—1)|=¢(x) (mod. p).

Nous avons indiqué les résultats analogues pour les fonctions
symétriques des racines des équations algébriques a coefficients
commensurables. Nous montrerons que, dans le cas général, les
coefficients différentiels des fonctions rationnelles de I'exponen-
tielle e* possédent les propriétés numériques de la fonction g.

Soit d’abord

SéCx I+ @a*+a;,x' +asga®+...;

on obtient, en multipliant le premier membre par cosx et le
second par le développement de cos.x en série, la relation

A:na Aoy Aoy Qa, '
Mg— Tmt oy T T 2 P
2! 4! 6! (2n—2;1 " (20!

On en déduit le déterminant du 7'*™ ordre (')
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2. M. Sylvester (Comptes rendus, t. LII., p- 161) a appelé
nombres d’Euler les coefficients, pris en valeur absolue, déter-
minés par la relation

E,={—1)"1.2.3...(2n) @m;

(*) J.-W.-L. GLuisuER,, Ezxpressions for vLaplace’.r coefficients, Bernoullian and
Eulerian Numbers, etc. (The Messenger of Mathematics, n° 64, 1876).
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on a donc, par le changement de x en x\—1, la formule sym-
‘bolique

(1 = e
et, en général,

dru, E

dzr "

et, par I'application du calcul des résidus,

£ 2n
E — =l p2u+2 t (It
m==TE 2 = =
o P e~

En chassant les dénominateurs dans I'équation (1), et en iden-

n

tifiant les coeflicients de - ~» on a, pour n > 1, la relation

2.3..

récurrente ’

{(2) (E+1)" 4+ (E—r1)"=0,

qui donne le déterminant
’ 1 o o . o

.
’ 1 6 1
Em*f—'(wl)"g 1 15 15 . ,

i .. .. e
S O o . A W

formé par les lignes de rang pair et les colonnes de rang impair du
triangle arithmétique.

Les nombres culériens sont entiers et impairs; Sherk a démontré
qu’ils étaient terminés alternativement par ret 5 ('). Ces pro-
priétés sont des cas particuliers des suivantes.

3. Dans le triangle arithmétique, tous les termes dela pi®™* ligne
sont, pour p premier, divisibles par p,  I'exception des coeflicients
extrémes, égaux a Punité; ceux de la (p + 1)*™ ligne sont aussi
divisibles par p, a I'exception des quatre coeflicients extrémes égaux
a l'unité. Si l'on continue la formation du triangle arithmétique,

(') Poir StErN, Journal de Crelle, t. 19, p. 67.
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en nc conservant que les résidus suivant le module p, on reforme
deux fois le triangle arithmétique des (p —1) premiéres lignes ;
puis, & partir de la (2p)i¥™ ligne, on le reforme trois fois; mais
chacun de ces triangles est pris respectivement 1, 2, 1 fois; a partir
de la (3 p)ieme ligne, il est répété quatre fois avec les coeflicients 1,
3,3, 1 de la troisiéme ligne, et ainsi de suite. On a donc, en gé-
néral, pour p premier,

Cr=Cn < C, (mod. p),

. . m n .
my ct n, désignant les entiers de > et de b’ et pet v les résidus
de m et de n suivant le module p. On a de méme

Cn=Cp ><C:  (mod. p),

ct, en général,

Cr =C» Cx

" 2Cr2 ... (mod. p),
{1y 2y U3,y - - - désignant les résidus de m et des entiers contenus
. m m m .
dans les fractions —» —» —» ++-5 et de méme pour vy, vo, vy, .. ..
p Py e

Quant a la (p —1)¥m ligne du triangle arithmétique, clle est
formée alternativement par les résidus + 1 et — 1. La formule (2)

donne
(E+1)r'+ (E—1)p—'=o,

et, en prenant les résidus,
E_+E_ +E_+...+E +E=o0 (mod.p).
On a donc ce théoréme :

Si p est un nombre premier, la somme des nombres eulériens,

pris alternativement avec les signes + et —, et dont l'indice est
inférieur & p, est divisible par p.

Les premicres valeurs de E sont données par les formules

E.4+E,—=o,



on a ensuite, a partir de p -+ 1, par congruence,

E/H. -+ En =D Q

Byos+ 3B+ SE+Emo [

La comparaison des deux systémes de formules donne successi-
vement

EPJ—I S EZ
E,,=E

- * } (mod. p).
E[l+.‘, === Eu

e ca.e . }

On a dong, en général, quel que soit 'entier positif k,

E.= E2n+k(p—|) (mOd- P);
ct, par suite :

Les résidus des nombres eulériens, suivant un module premier
(ou composé), se reproduisent dans le méme ordre, comme les
résidus potentiels.

4. SiTon pose

2 * x x?
= (grem) =B BT B
x"
+E, —+...,
1.2.3...n

ou, sous la forme symbolique,

2 a
W= — j— eEax,
et —+ e~ *

\

les coefficients E, , sont déterminés par la relation symbolique
Ein=[E+FE +E +...4+E*],

dans laquelle on remplace les exposants de E, E/, E”, ... par des
indices, et supprimant ensuite les accents. Nous appellerons les
nombres E, les nombres eulériens d’ordre a; ces nombres sont
entiers, et leurs résidus, suivant un module premier, se reprodui-
sent périodiquement; on démontrera, comme précédemment, que
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I'on a
Eu,n = Ea,l:+l«(/:-—|) ( mod. ]I) .

On a donc ce théoréme :

Les résidus des coefficients différentiels d’une puissance entiére
et positive de sécx, suivant un module premier, se reproduisent
périodiguement.

Ces considérations s’appliquent, en général, aux coefficients dif-
férentiels d’une fraction rationnelle de e®, mais dans certaines
conditions, et par cxemple a ceux de

. , ’ I
mais, dans le cas de la cosécante ou du développement de --— -
-

ce théoréme n’a pas lieu, parce que @(1) est nul; les coefficients
différentiels, qui sont ici les nombres de Bernoulli des divers
ordres, ne sont plus entiers, et leurs dénominateurs contiennent la
série indéfinie des nombres premiers.

Nous montrerons ultérieurement comment les réciproques de ces
théorémes conduisent & de nouveaux théorémes analogues a la ré-
ciproque du théoréeme de Fermat, ou, avec des restrictions, a des
théorémes analogues au théoréme de Wilson.



