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Sur la multiplication des fonctions elliptiques;
par M. LacuErze.

(Séance du 4 avril 1877.)

1. Je rappellerai d’abord une formule importante due a M. Her--
mite ().

Etant donnée une forme homogéne, a deux variables ct du
degré m, U(x, y), si I'on pose, suivant l'usage habituel,

1 dU 1 dU
U]'—;"d';’ vUz-—’T"'@'7
on a identiquement
Uz —U, 2y +U,)

(1) ) :U[)\"—i—'—l—(-?;—')-AX"-’+n—(n;')MB)\'°’+...],

1.2.3

A, B, ... désignant des covariants de la forme U.
Je transformerai cette formule en posant

A —U,=tE, Ay +U=tn;
d’ou

(") Deuxiéme Mémoire sur la théorie des fonctions homogénes & deux indéterminées
(Journal de Crelle, t. 52, p. 25).
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En remplacant respectivement, dans I'équation (1), Az — U,
Az —U,, A et t par leurs valeurs, il viendra

e

(2) '

( +Mn:_,)BAn—sw3+”“
1.2.3

Si I'on suppose que U soit une forme du quatri¢éme degré, en dé-

signant par H son hessien, par J son covariant cubique du sixiéme

degré, et par S son invariant quadratique, il viendra

(3) U(z, y) U(E n) = A'+ 6 HA '+ 43 Aw + (SU— 3H?) wr,

2. En extrayant la racine carrée du premier membre, on obtient
la relation suivante :
U U(,n) = (A*+ 3Hw') + o [4J A + (SU' — 12 1) ],

et I'on voit, en vertu du théoréme fondamental d’Abel, que I'inté-
grale algébrique entiére de I’équation diflérentielle

3dx -+ dg ,
VO(z,7)  VU(Em)

ou les quantités n et y doivent, ainsi que dans ce qui suit, étre
remplacées par 'unité, est fournie par I’équation

43(EU, +0U,) + (SU* —12H?) (29 — yE) =o.

3. On obtient avec une égale facilité la formule qui donne la
multiplication des fonctions elliptiques par 5, en d’autres termes,
I'intégrale algébrique entiére de I'équation

dg 5dx
-+
VU(Em)  VU(z,y)
Désignant, en effet, par @ un covariant inconnu de U, il suffira de

déterminer ce covariant, de telle sorte que le reste de 'opération,
dans I'extraction de la racine carrée de

(4)

(A + aw)[A* + 6HA W+ {J Aw® + (SU — 3H?) o],
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soit divisible par w®. On aura, en effet, identiquement
U A+ awpU n) =P+ (29 — yEP[Q(EU+ 2 U.) + R(zn — yE));

d’ou il suit, en vertu du théoréme d’Abel, que 'intégrale cherchée
est fournie par la résolution de I'équation

Q(EU +nU,) + R(xn — yE) =o.

Pour effectuer le calcul, remplagons pour un instant A par z et
par 1; on trouvera aisément

(z+ a)*(z*+ 6H2z + 4]z + SU?— 3H?)
= (24 az*+3Hz + 2) + 3aH) + (SU? — 12H’ + fad)z*
+[2a(SU*— 12H") + f{a*— 311)J] 3
+a*(SU? — 12H?) — 432 —12alH;

en égalant a zéro le coefficient de 2%, on a

o= 12H? — SU”

ct le reste de 'opération de I'extraction de la racine carrée devient
[(SU— 12 B2} o+ 48HIT]
4J

. [(SU2— 12H*)* — 48H)*(SU? — 12 H?) — 64J¢)
M A

L’intégrale algébrique de I'équation (5) est donc donnée par 1'é-
quation

4I[(SU? — 12 H?) -+ 48HJ*) (EU, + 0 U,)
— [(SU? — 12H2)* — 48HI: (SU* — 12H?) — 643¢] (2 — yE) = o.

4. On trouverait de méme la formule qui donne la multiplica-
tion des fonctions elliptiques par un nombre impair quelconque 7,
ou, en d’autres termes, l'intégrale algébrique entiére de I'équation

de . ndzx

- — + -, ..

VU(E 0] VU(x )
Le probléme revient, come on le voit par ce qui précéde, a déter-
miner deux polynomes entiers F(z) ct f(z) qui soient respective-

(5)
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,n—3 , N , .
ment du degré —-— et du degré —, et tels que 'on ait

(6) F2(2) W (z) =f*(z) + a3z + 3,
ou j'ai posé, pour abréger,
W (z) = 2+ 6H2z* + 4Jz + SU*— 3H,
ctou aet 3 désigneﬁt des covariants de U indépendants de z.
La premiére méthode qui se présente pour résoudre ce probléme

est celle que j’ai employée dans les exemples précédents; en met-
n—:«

tant en évidence les coefficients actuellement indéterminds

2
de F(z), et extrayant la racine de F*(z) W(z), on profitera de I'in-
détermination de ces coeflicients pour annuler les coefficients des

-3 . . , .
premiers termes du reste, qui sera nécessairement de 1a forme
az + B,

e et 3 étant des fonctions connues des covariants de U.
L’intégrale cherchée de I'équation (5) sera alors donnée par la
relation .
a(EU, + nU,) + B(xn — yE) =o.
Mais on peut rattacher la détermination des polyndémes F (z) et
J(z), et par conséquent du reste «z —+ 3, 4 la réduction de I'ex-
pression /W (z) en fonction continue.
De I'équation (6) on déduit, en effet,
az + B .
F(z) yW(3) + f(3)’
az +f
F(s) Y W(z) + f ()
» d’ou il suit que le développement de F (z) YW (z) — f(z)

F(z) YW (3] =f(3) +

le dénominateur de la fraction

est du degré

n—+1

1
commence par un terme de 'ordre de ——;

x—2— +1
La fraction {gz;

pant /W (z) en fraction continue, celle dont le dénominateur est

. (n—3
du degré <—2———>

est donc une des réduites obtenues en dévelop-



