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Theoréme sur la Géométrie des Quinconces
par M. Epouarp Lucas.

(Séance du 7 novembre 1877.)

Les centres de trois cases quelconques d’un échiquier de gran-
deur quelconque ne sont jamais situés aux sommets d’un triangle
équilatéral ou d’un hexagone régulier.

En effet, on observera d’abord que, si 'on considére I’échiquier
comme indéfini dans tous les sens, le centre d’une case, I'un de
ses sommets, ou le milieu de 'un de ses cdtés, est toujours un
centre de symétrie. Cela posé, désignons par A, B, C les centres
de trois cases, et supposons-les situés aux sommets d’un triangle
équilatéral ; le milieu de la ligne BC est évidemment placé sur I'un
des centres de symétrie de I'échiquier ; par conséquent, le point D,
symétrique du point A par rapport a la droite BC, ou, ce qui re-
vient au méme, par rapport a son milieu, est aussi le centre d’'une
case. Dans le triangle isoscéle ABD, on a d’ailleurs

AD — 3Iﬁz 3
mais, d’aprés la nature de I’échiquier, on a
AB' = a*+ b, AD = ¢+ d?,
a, b, ¢, d désignant des nombres entiers. On aurait done
G+di=3(a*+ b?),

ct par suite le nombre 3 diviserait une somme de deux carrés, ce
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qui est impossible, puisque ce nombre n’est pas lui-méme unc
somme de deux carrés.
Il en résulte que le systéme des équations indéterminées

A=+ = (x—u)+ (r — o),

ou le systéme
B+ y=uw+v'=2(uz + vy,

est impossible 4 résoudre en nombres entiers ou fractionnaires.
Nous montrerons ultéricurement comment on peut, par la géo-
métrie des quinconces, démontrer ces deux théorémes d’Arith-
métique :

1° Le produit d’'une somme de deux carrés par une somme de
deux carrés est une somme de deux carrés.

2° Tout diviseur d’'une somme de deux carrés premiers entre
eux est une somme de deux carrés.

Remarque. — 11 est facile dans I'espace, pour un échiquier cu-
bique formé de cubes égaux et juxtaposés, de trouver, et d’une
infinité de maniéres, trois ou six cubes dont les centres soient dis-
posés aux sommets d’un triangle équilatéral ou d’un hexagone
régulier, ou quatre cubes dont les centres soient disposés aux
sommets d'un tétraédre régulier.



