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Sur les courbes de Clebsch dont les coordonnées s’expriment
en fonction elliptique d’'un paramétre; par M. G. Humserr.

(Séance du 18 novembre 1881.)

Considérons les cinq fonctions

Pl(z):el (,z)’ .

P,(3) =6, (; +5)s
Py(3) =6, <z+ "'5—“’>,
P‘(z):el(z—i—?%”)’
Ps(z):91<z+[%°>.

Les fonctions 8, sont formées avec les périodes w, w'.
Les fonctions P () satisfont aux relations

Ppi(s+w) =P,iy(5),

—2ir3 —amiz

Pm-i-l(:+w,):l)m+l(‘:)e © ’/_le §
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On en conclut aisément les cinq relations suivantes, du second
degré,
[ P} =aP,P;+ LP,P,,
P! —aP,P, + bP,P;,
(1) ¢ P! = aP,P,+ bP,P,,
P? =aPyP,+ bP,P,,
P! =aP,P, + bP,P,.

., 1
« est une constante qui dépend de ¢, et b = — =

On a aussi une équation de troisiéme degré, de la forme
(2) P} + AP, P,Py— nP,P? 4+ vP, P2,

que I'on ne peut déduire d’une combinaison linéaire des précé-
dentes, multipliées par des facteurs du premier degré en P,,
P,,...,P;.

Dans cette derniére équation, A, p et v sont des constantes fa-
ciles 4 exprimer en fonction de a.

On a ainsi six équations, entre lesquelles on éliminera P}, P},
P,P;, P,,P;; on obtiendra ainsi une relation entre les trois fonc-
tions P, P, et P;.

Le résultat de cette élimination est évidemment le détermi-
nant

o o o bP aP, p:
o b o o o P:—P,P,
o o o aP, bP, P2 —o
1 0 o o —aP; bP,P,
o o 1 —aP, o bP,P,
o o uP} vP; P34+ 2AP,P,P,

Effectuant, on trouve aisément
S S S5 1)
o=P}+ P} + a’P} -+ P;P}P,<3a’+ ;) —P3P,P;(2a + a°).

On a formé ainsi une équation homogeéne, du cinquiéme degré
en P, Py, P,; il est clair qu'on formerait de la méme maniére
une équation analogue entre trois quelconques des fonctions P.

Iy a plus : je dis qu'il existe une relation de méme nature
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entre trois fonctions linéaires quelcomques, mais distinctes, de
P, P, ..., P;.
Soient :

U=aP+BPy+...+5P;,
V = Py4...,
W=o2P,+....
*Onen tirera

P=X+mP,+nrnb,

Po=Y +m/ P, + n' P,

Pys=7Z 4+ m"P,+ n'"P;.

X, Y, Z sont des fonctions linéaires et honrogénes de U, V, W.
Portons ces valeurs de P,, P,, P; dans les équations (1) et (2).
On aura des relations de la forme

‘ A P?+BP:+ CP,P;+F,P,+®,P;+¥,=o0,

(1)

(2") MP} +~NP{P;+... +y3=o0.

Dans ces relations, A, B, C, ..., A", ..., M,N, ... sont des
constantes, F,, ®,, ¥y, ..., ¥, ..., y3 sont des fonctions de
X, Y, Z, homogénes et dont le degré est marqué par I'indice.

Des équations (1’) on tirera des valeurs de P2, P2, P,, P,, de la
forme

Pf'——:ftpb“‘/’i P; +4%,,

ou fi, f. & sont des fonctions de X, Y, Z, homogénes et de degré
marqué par l'indice.

En portant ces valeurs dans (2'), on raménera cette équation a
la forme

(3" P,F;+P,®,+E;—o.

Si, entre les équations (1') et(3'), on élimine P}, P2, PP, P,
et P;, on trouvera une relation homogéne et du cinqui¢me degré

en X, Y et Z.
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Dans cette relation entreront les six arbttraires, ni, n, n, ', m",
n" et aussi .

Or, soient et y deux fonctions doublement périodiques d'une
variable ¢, ayant cinq infinis et les mémes, dans le parallélogramme
des périodes, qui seront o' et .

On aura, d’aprés une proposition connue,

e AP (t+0)+ AP (e +2)+... + AP (L42)
= CiP(t+a)+...+CPs(t+a) ’
_BPi(t+2)+ ... +BsPs(+2)
TGP (t+2)+...+CPs(t+2a)

Y

On aura, d’aprés le théoréme précédent, une relation du cin-
qui¢me degré homogeéne entre les fonctions

AP (t+a)+...,
B, P, (t+a)+...,

C,Pi(t+2)+...,

¢’est-3-dire une équation du cinquiéme degré entre x et ), que
I'on saura former.

Ainsi les coordonnées z et y de la courbe de Clebsch, du cin-
quiéme ordre, que I'on peut mettre sous la forme

H’ H'
.z*:a0+alﬁ(t—§1)+...+a;-[—l(t—{35),

y:bo+b,lji(t—,'i‘)+...+b-g(t—p-)
H *H >
aveCc &y ~+...4+a;=o0 et by+...+ b; = o0, sont les coordon-
nées d’une courbe du cinquiéme degré, dont ’équation s’obtiendra
en suivant la marche qu’on vient d’indiquer.

On sait que Clebsch a démontré que cette courbe du cinquiéme
degré a son maximum de points doubles moins r.

On peut déduire de ce qui précéde une propriété de cette
courbe.

Considérons quatre fonctions linéaires et homogénes de P,,
Py, .... P;.
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On pourra, en les combinant linéairement, écrire

X=P,—p P,
Y =Py—p' P,
L=Py—p' Py,
T=P,—p" P
Pértous les valeurs de Py, P,, Py, P,, déduites de ces équations,

dans les relations (1).
Elles prendront la forme

P2+ P;F, +F, —o,
» o
P+ P, F, +F, =o,

¥, F,, F, ..., ¥} étant des fonctions homogénes de X, Y, Z, T
de degré marqué par l'indice.
On en déduira, en éliminant P et P;, les trois relations

1 F, F, 1 F, F, 't F, F, ,
1 F, F,|=o, 1 F, F, |=o, t F, F,|=o..
v F} F 1 BT F) 1 Fy Fy I

On a aussi trois relations du troisi¢éme degré et homogeénes en
X, Y, Z, T, mais qui doivent se réduire & deux, car, si elles

étaient distincles, on en lirerait des valeurs constantes pour T

Y Z . . .
T g ce qui est impossible.
Ces équations peuvent s’écrire
q’J+F'; q’g"‘f‘F’; q)l:(),
by F';"!’i—f—F,;'q)‘:O,
@, + Fyd, + Fyd, —o.

On ne conservera que les deux suivantes :

{ @ (F] —F))+ @ (F; —F,)=o,
| &y (Fy —F")+ &, (Fy —F,)=o.

Ainsi les fonctions X, Y, Z, T satisfont & deux équations homo-
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génes de troisiéme degré; ou bien la courbe

!

11 g
w:ao+a.ﬁ(t——3,)+...+a,-,-n»(t—35),

H . H’
J':bo“\“l’zﬁ(t—ﬁl)*‘---+1’5H(5—§5),
H’

H'
3 =6 +¢ ﬁ(t~$1)+---+cs H(t—{’:5),

) ‘
oul'on a
a+...+a;=o,
b|+-..+b;:O,
¢+ ...4C5 =20,

est l'intersection de deux surfaces de troisiéme ordre qui ont une

conique commune, car les équations (4) sont vérifiées par

$,—o0, P, —o.

Si entre les équations (4) on élimine Z, on trouvera en X, Y et
T I'équation homogéne et du cinquiéme degré dont nous avons
parlé. Le résultat de I’élimination sera en réalité une équation du
neuviéme degré, quise décomposera en une équation ducinquiéme
et deux du second, puisqu'il y a une conique dans l'intersection.

Donc on peut dire que la courbe de Clebsch du cinqui¢me degré
est la perspective d’une partie de l'intersection de deux surfaces du
troisiéme ordre qui ont une conique commune. Une étude plus
approfondie permet de conclure que ces deux surfaces sont tan-
gentes tout le long de cette conique, qui contient d’ailleurs le
point de rencontre des directrices rectilignes de chaque surface,
situées dans son plan ().

(*) Note de la Redaction. — Les formules relatives aux courbes gauches, inter-
section compléte ou partielle de deux surfaces algébriques, montrent facilement
que, si deux surfaces cubiques sont tangentes tout le long d’une conique, elles se
coupent en outre suivant une quintique, qui est en général du genre deux. Ce
genre s’abaisse a un si le point de rencontre des directrices rectilignes de chaque
surface, situées dans le plan de la conique, est sur la conique; d’ou il faut con-
clure que ce fait a lieu comme l'indique 'auteur. On sait d’ailleurs que la quin-
tique du genre un est l'intersection partielle de deux surfaces cubiques qui ont
déja une courbe gauche du quatriéme degré commune a trois points doubles ap-
parents : comme cas particulier, la quintique est encore du genre un, si les deux
surfaces passcnt I'une ct Pautre par deux coniques qui aient, sur la droite d’inter-
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Remarque. — Le procédé de calcul donné plus haut pour former
une relation entre trois des fonctions Py, P,, ..., P; peutaisément
se généraliser.

On arrive ainsi & former |'équation d’ordre 1 qui lie les coordon-
nées z et  des courbes de Clebseh a n transcendantes.

section de lcur plan, ur point commun; ce qui arrive lorsque, sur chaque surface,
les deux directrices rectilignes, situées dans leurs plans respectifs, ne -se ren-
contrent pas. H. P,



