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Sur une formule de M. Hermite ; par M. Humsert.

(Séance du 19 novembre 1880.)

M. Hermite a démontré que la fonction

O'(a)

H(z +a) —5g* = f(x,a)

S e(@)
satisfait & I'équation de Lamé dans le cas de n =1 :
(1) S(z,a) = (2k?sn*x — 1— Kk*+ k%*sn%a) f(x,a).

Il a donné aussi la formule

e(£+a+b) e_ ® (a)  ©(b)

(2) Bff(z‘,a)f(x, b)dr = o) YR

Cette formule suffit pour démontrer un certain nombre de pro-
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priétés des fonctions f(x,a); comme application, on se propose
ici d’en tirer la relation (1).

8(x+a—+ bye(x)
H(x +a)H(x+ b)

On partira pour cela de la décomposition de

en éléments simples.
On aura une expression de la forme

8(xz+a+ b)8(x)
H(z +a)H(z+b)

+Sl:i(x+a)+’H (z + b).

3 et y sont de signes contraires. En effet, 3 est le résidu relatif au
pilex=—a:
8(5)8(a)

P = HWoHG—a)
_8(b)e(a)
“H(o)H(a—b)

On a donc, en désignant par C une constante,

8(zx+a—+ b)e(x) H' H
H(z+a)H(z+b) — +ﬁ(x+a)-—ﬁ(z+[1),
faisant
x =ik,
e . o’
o:a+§(a)—§(b).
Donc

8(x + a—+ b)8(x)

H(z +a)H(x+ b)

_[H(z+a) 6'(a) H(x+b) 6'(b)
—[H(x—i—a) - e(a)] - [H(x+b) - e(b)J'

L’équation (2) s’écrit alors, A étant une constante,

Aff(.x,a)j(x,l)dx
3 | —c Lsarsals e (e D[ 90) 8|

II’(x+a)II(J+b)-——lI’(1‘—+—b)ll(;zr-f-a)g
8%(.x) ’



Or on a
I'! _6’(:1)1
Sz, a):——(:(;_)a)e 6ua)"
, _[H(zx+a) H(x—+a)d(x)
futm )= | S5 = G
__8(a) H(x—l—a)] e_‘::::""
6(a) 8(x)

SiPon calcule la fonction
f,:t(x7a)f('1"7 b) _‘fz(‘t! b)f(l"a):

on trouve le second membre de (3). Donc

A

(%) Aff(x,a)f(x, bydx = f'(x,a) f(x,b) — f'(x,b) f(z,a).
On en tire

Af(@,a) f(2,b) = [ 2, @) f(2, b) — f1u(@,b) f(2ra),
d’ou
f(@,0) — Afx,a) _ f'(2,b)

Sz, a) — f(z,b)

A est une fonction de a et de b; soit A’ sa valeur pour & = o.
On a, en faisant = b dans I'équation précédente,

()

2

(@ a)— A f(z,a) _ da?

f(z,a) ~ snx

snx
— 2 k?sin?r — 1 — A2,

Donc
[z a) = f(z,a)(2k*sn?x —1— K2+ A').

Pour calculer A/, faisons £ = o. On trouve aisément

L H'(a) 8’(0) 20'(a) H'(a) 0'2(a)
—1— k2 A= H(a) —_ 8(0) — 8(a) H(a) -+ ' (a) ’

ou, en tenant compte de ce que

d* [H(a)] __H(a) ) 2
W [—6(—(1)] et e(a) (Zk’bn’(l—l—— I\ )u
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il vient

—0'(0) _ 67(a)  O'(a) _

—_— g — k2 I — - 2en2/g — 1 — /2
1—k+ A= 8(0) o (a) () + 2A%sn?q — 1 — A%

Or, a l'aide de la relation

R 1 [8"(0) 8'(a)
) =g [e(o) — D e(a)]’

on déduit
A'=+ k2snla.
Donc I'équation différentielle prend la forme

Sf'(zx,a) = f(z,a)(2k?sn®xz — 1 — k2 + k®sna),

que lui a donnée M. Hermite.
Inversement, on peut déduire de I’équation la formule qui vient
d’y conduire, en employant un procédé bien connu. On a

ff(x,a)f( z,b)(2k*sn?x —1-— k*+ A*sn?a) dx

:ff”(x, a)f(x,b)dx

=+ f'(z,a)f(z,b) —f(x,a)f (x,b) +f‘j"’(x, b)f(x,a)dz.
Or

[ #@ a)f@ byds
:ff(.’l:,a)f(x, b)(2k*sn?x —1— k*+ Kk%sn?b) dx;
par suite,'
[ 7@ @ @b snta— st b de=(z,0) 2, 00— f(@.0)f @, D),

ce qui est bien la formule (2) mise sous la forme (4).



