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Sur certawnes directions de tranversales des courbes algé-
briques, qui correspondent aux directions des axes des co-
niques; par M. C. StepnANOS.

(Séance du 7 janvier 1881.)

1. Considérons une courbe algébrique plane du m™™ degré,
ayant pour équation en coordonnées rectangulaires

f(z,3) =o.

Le produit des segments interceptés sur une transversale faisant
avec 'axe des 2 un angle w, entre un point M de la transversale
dont les coordonnées sont z et y et les m points ou elle rencontre
la courbe, est donné par 'expression

Sz, v)

 —
F (cosw, sinw)

F(z,y) étant le polynéme homogéne de degré m en z, y dans
S(z,x).
De cette formule résulte, comme on sait, le théoréme de Newton
IX. 4
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sur la proportionnalité des produits de segments qui correspondent
4 des transversales passant par deux points du plan et ayant les
mémes directions, d’oit 'on tire cette autre conséquence que les
directions des transversales passant par un point M et auxquelles
correspond un produit de segments minimum ou maximum sont les
mémes quel que soit le point M.

Steiner s’est occupé de ces directions remarquables et en a
donné une série de propriétés bien intéressantes, relatives surtout
au cas d’une conique [Vermischte Sitse und Aufgaben (Journal
de Crelle, vol. LV, p. 356)]. Dans la présente Note, dont nous
possédons les résultats depuis longtemps, mnous allons ajouter
quelques propositions sur le méme sujet.

2. Les directions de transversales auxquelles correspond un pro-
duit de segments minimum ou maximum sont données par I'équa-
tion

Jr . JF
== C0$

S ——— — SINW ——— =0}
0 sinw Jcosw

elles sont donc au nombre de m et ne dépendent que des direc-
tions des asymptotes de la courbe /= o, données par I'équation

F(cosw, sinw)=o0

ctdes points cycliques a Uinfini (voir n° 8). Cependant, dans le cas
ou m est pair (= 21 - 2) et ou

F(cosw, sinw) = ¢ (cos?w + sin?w )"+,
I'expression
JF . JF
COS®W) ——— — SINWw ——
Jdsinw J cos

est identiquement nulle, puisqu’alors les produits de segments
correspondant aux diverses transversales passant par un point M
sont tous égaux.

Les directions dont il s’agit coincident, dans le cas d’une conique,
avec les directions de ses axes, et elles ont pour une courbe quel-
conque, comme pour les coniques, la propriété d’étre perpendicu-
laires au diamétre du premier degré (droite polaire)

cosw [ 4 sinw fy)m=1) =¢o
Ja Jy )

(llli leur C()I‘I‘CS[)()H(].
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Pour ces raisons et pour abréger, nous désignerons ces directions,
dans les énoncés suivants, sous le nom de directions azxiales de lu
courbe f=o.

Il n’ya que les courbes de degré pair 2n -+ 2 pour lesquelles
F(cosw, sinw) = c(cos?w -+ sin?w)"*!, c'est-a-dire éyant pour
points (7 -+ 1)!?* les points cycliques & I'infini, qui aient une infi-
nité de directions axiales.

3. Etant donnés sur un cercle am points P,,Ps,. .., les droites
passant par un point arbitraire P de ce cercle et ayant pour
directions les directions axiales du systéme des droites PP,,
PP.,... déterminent sur le cercle un groupe de 2m pointsQ,,

Q... qui ne dépend pas de la position du point P sur le
cercle.

Maintenant, s¢ l’on considére dans le plan d’une courbe f = o,
d’ordre m, une série de cercles ayant le méme centre K, et que
sur chacun de ces cercles on détermine le groupe des 2m
points Qyy Qs ... dérivé du groupe des 2m points P,, P,,. ..
communs a ce cercle et a la courbe f= o d’arrés le procédé
indiqué par la proposition précédente, le lieu des points Q sera
la courbe (Q) du mi¢me degré passant par le point K et par
les pieds des normales abaissées du point K sur la courbe f = o.

Toutes les courbes (Q) correspondant ainsi aux divers points
K du plan de f = o ont des asymptotes dont les directions coin-
cident avec les directions axiales de la courbe f— o.

4. Dans le cas d’une conique, il existe entre les deux directions
axiales une relation métrique, puisqu’elles sont perpendiculaires
entre elles. Il y a donc lieu d’examiner, pour le cas des courbes
d’ordre supérieur, s’il existe toujours entre les directions axiales une
relation.

Cette question revient a la question analytique suivante :

Quelle condition doit remplir une fonction ¢(cosw,sinw) en-
ticre, homogéne et de degré m en cosw, sinw, pour qi’elle coin-
cide avec la dérivée d’une autre fonction F(cos w, sinw)entiére,
homogene et de degré m en cosw, sinw?
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La question ainsi posée n’offre pas de difficulté; cependant.

commela réponse en est bien curieuse, nous allons ’examiner avec

quelque détail. Le résultat qu’on tirera de 1a pour notre probléme
géométrique sera que :

Le systéme des m directions axiales d’une courbe f= o n’est
assujetti & remplir une relation métrique que dans le cas o m
est pair.

5. Soit symboliquement

o(cosw, sinw) = (@;¢cosw + @,sinw )™,

En posant
U= Ccosw + [ Sinw, ¢ = COSw — I Sinw
ou
u—+ v . u—y
cosw = y sinw = —
2 24
on a

o= sl (u+ ¢) — iay(u— o))"

1 . ,
= —[(a,— ias) u + (a;+ tay) v ]™.

2 m

Par conséquent

2q :2(':)A;,u"v"‘—" :E(’:)Ak(COSm — I sinw)™-2k,

élant posé
A= (a;— iay)*(a,+ iay)™ k.

Ainsi, dans le cas de m impair (= an-1)ona

k=n
m . .
2me — <k>Ak (cosw — isinw)”—2k
k=o
A=n
m A ' S1 m—2k
+ & m—k(COS®W + ISInw) s



I
-— g -

tandis que dans le cas de m pair (= 214 2) on a

k=n
m , L
Mg = Y ( /'>A/‘~(COSW—— I _.),"w)m~2k

e b

k=0

h=n

\' (7 s o m

+ Y () Am-sloosw - isinwym=st - (—Z )8

/ s v

>,

<

6. De cette maniére, dans le cas ol m est impair, on.aura

G ()

——— As(cosw — [ sinw)m=2k
m — 2k # )

+ 0 Y ——— A, _4(cosw + isinw)”—2k 4 const.

Le second membre de cette égalité, si l'on y rétablit ’homogé-
néité par rapport a cos w, sinw en multipliant les divers termes par
des puissances convenables de sin?w - cos?w, ne pourra représen-
ter une fonction entiére de cosw, sinw que si I'on suppose la con-
stante égale & zéro.

Ainsi :

Toute fonction
& == (@, CosSw + aysinw)™,

ot m =2 -+ 1, est la dérivée d’une seule fonction F entiére, ho-
mogéne et de degré m en cosw, sinw, donnée par la formule

k=n (”l‘)
. k . . . .
amF= 2 pr——y (@y— fay)* (a,+ ta;)™ *(cosw — isinw)”™ % (sin?w + cos?w)¥

k=o

NAVII . g .
+1 E ek (@y— tag )=k (a,+ as)*(cosw - (sinw)” **(sin*w + cos?w)*,
k=o
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Considérons maintenant le cas ot me est pair. On a alors

k=n ( "l')
: . k .. b
2" | odw =i ———— A (cosw — (sinw)”—
o m— a2k

iz

h=n m

“+ ¢ E A (Cosw — ¢ sinw)m -2k
m — 'J/

k=o

m
~+- Appr 0 +C.
(‘n + 1) e ‘

On voit que le second membre de cette égalité ne peut étre unc
fonction algébrique de cosw, sinw que si la condition

A= (at +a3)"'=o
est remplie, et que, cela étant supposé, toutes les fonctions corres-
pondant aux diverses valeurs de G qu'on obtient en rétablissant
dans le second membre ’homogénéité par rapport aux cosw, sinw

seront entiéres.
Il résulte de la que :

Pour qi’une fonction
. m s ,
v = (@ COsSw + a, smw)"’:E( k‘) ajcoskw sin#w,

ot m = 2n—+ 2, soit la dérivée d’une fonction F entiére, homo-
geéne et de degré m en cosw, sinw, il faut que Uon ait

O

(@} + aj)"t'=o,

(IL+[ .

et qialors lu fonction 3 « la méme propriété par rapport a une

c'est-a-dire
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infinité de fonctions F comprises dans U’expression

k=n ‘m
. k . . : .. foig 2 Vi
aMF=( ¥ ——~— (a,— ia,)*(a,+ ia; )" *(cosw — isinw )24 (sin?w + cos® w)*

m— 2k
k=0
k=n m
. k . & . .. o 0 \&
+1i m(a,—-zaz)"“ (@, + tay)*(cosw + isinw )24 (sin?w + cos’ w)
i=o

+ Xk(sin?w + cos?w)n+!
et correspondant aux diverses valeurs de \.

Ainsi se trouve résolue la question que nous nous sommes pro-
posé de traiter (n°4).

8. Si, dans les fonctions

cos?w + sin?w, F = (@,cosw + a,sinw)”,

oF . oF
COS W ——— — SINW ——— )
Jdcosw

Jd sinw

on remplace les cosw, sinw par des variables z,, x,, on obtient
trois formes binaires

G oG

2 2 — m .
!+ G = (a2, + ayx, x Zy ’
! b (a2, )" o, dx,

dont la troisiéme coincide avec le jacobien des deux premiéres. En
transformant ces formes par une substitution linéaire arbitraire,
mais de déterminant non nul, on peut remplacer 27 + x; par une
forme quadratique quelconque a discriminant D différent de zéro.
Les résultats obtenus précédemment (n° 6, 7) donnent alors les
propositions suivantes :

Toute forme binaire ¢(z,, x;) de degré m impair ne peut étre
considérée comme jacobien d’une forme quadratique donnée
(a DSo) etd’une autre forme dudegré m que d’une seule ma-
niére.

Pour qi’une forme binaire ¢ = (a,x,+ ayx,)*™ soit le ja-
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cobien d’une forme quadratique binaire

@ = 2@ + 24 Ty Ty + T = (21, — L)) (21, — 2:)))
(telle que DS o) et d’une autre forme G, de degré 2m, Ul faut
que Uon ait

(0@} — 2%@,a, + aya} )" = ({11]"1 + ayV,)" (@Y, + a )y, =o,

c’est-a-dire il faut que les points y' et y" de la forme « soient
harmoniquesdedegré m l'undel’ autrepar rapportala formes;
mais alors la forme ¢ a la méme propriété par rapport ¢ une
infinité de formes G, comprises dans U'expression

~
(Jo + ;\1/".

Il est aremarquer quela forme ¢ s’annule pour les points doubles,
autres que )/, »”, des formes du faisceau

Go —+ )\1'" .



