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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Sur lescourbes d’unsystéme linéaire trois foisinfiniqui touchent
une courbe algébrique donnée par un contact du troisiéme
ordre; par M. LINDEMANN.

(Séance du 6 janvier 1883.)

Le probléme dont nous allonsnous occuper demande d’effectuer
I’élimination des paramétres %, A, ., des variables homogénes z,,
x,, x3, des différentielles dz,, dx., dz;, des différentielles du
second ordre d*z,, d2x., d*z; et des différentielles du troisiéme
ordre d*z,, d*z,, d3z;, entre les équations suivantes, dans les-
quelles ¢, ¢, , © désignent des fonctions entiéres et homogeénes
d’un méme ordre et f une telle fonction d'un ordre égal ou diffé-
rent, savoir :

@+ %y + Ay + pow = o,

do+ xdy + Ady + pdw =o,

do + xd2 + Ad¥y + pdio =o,

Ao+ xd3Y+ AdPy + pddw =0,
f=o0, df=0, df=0, &Bf=0.

Poury arriver, nous avons dii traiter d’abord, dans I et 11, les cas
ou il ne s’agit que des différentielles du premier ou du deuxi¢me

ordre, cas pour lesquels les résultats sonl déja connus, mais nous
les présenterons sous uue forme uouvelle. HI est consacré au pro-
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bléme proposé. La marche que nous allons suivre offre cet avan-
tage qu’elle peut s’appliquer d’une fagon analoguc aux cas plus
compliqués ; on peut, en effet, résoudre par des calculs semblables
le probléme relatif & un contact d’ordre y, aprés avoir abordé celui
qui concerne un contact d’ordre y — 1. Le dernier paragraphe est
consacré a quelques observations auxquelles donnent lieu les ré-
sultats obtenus combinés avec la loi de réciprocité de M. Brill.

M. Krey (') s’est aussi occupé du probléme actuel; il a effcctué
Pélimination des différentielles et des paramétres; mais il n’est pas
parvenu a séparer du résultat le facteur

/C_'; ::(k(.zj —+ ]Cg.’l'g—*"ka'rli)s!

ki, ks, ks étant des constantes qui servent a fixer, par l'identité
k.=1, les valeurs absolues des coordonnées .r,, x., x;.

1. — Contact du premier ordre.

1. Désignons par n 'ordre de la courbe primitive, ¢t supposons
qu’elle soit représentée, en coordonnées homogtnes, par I'¢qua-
tion

f=o0 ou f(xizezs;)=o0.

Les dérivées de f par rapport a x,, #,, £3, multipliées par n,
seront désignées par f,, fs, fi, de sorte que

1 oof 1 of 1o
f=nam TR T Ry
Notre premier probléme est de déterminer les courbes d’un fais-
ceau
(0 vo(x)+ ho(z)=0

qui touchent la courbe primitive. A cet effet, il suffit de déter-
miner sur /= o les points de contact des courbes demandées; ces
points sont les points de coincidence d’une certaine correspondance
qui est donnée par notre probléme entre les points x el y de f=o.
Par chaque point y de cctte derniére passc une courbe du fais-

(") Matiematische Anncden, 1N, p. sa1 01856,
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ceau, donnée par I'équation

e () @(y)
T oo(z) w1(x)

= 0.

Pour y; = z;, cette équation est satisfaite identiquement; nous
cherchons de tels points  sur f = o, pour lesquels elle est encore
satisfaite si 'on pose y; = z;+ dz; ou

(2) S1dxy+ foday + fydx; = o.

PPar cette substitution, elle devient

7 0w

y N da, L day

e /).7', ()J‘,‘ = 0.
2o() 21 ()

Les quantités du; sont déterminées par (2) et par une identité de la
forme

(3) kydxry + kydxy + kydxs = o,
les A; ¢tant des constantes telles que

kyory+ kyxy+ kzaxs = 1.
On tre de (2) et (3)

( pdzy= foks— ks fs,
Pdl‘z =f3k1 - k3f1,
. P(il'a —':f:’fz——ktfz-

( 3«1)

Par I'introduction de ces valeurs dans notre déterminant, et en
désignant par (¢ ) le déterminant des fonctions ¢, 4, 7, on
lrouve
(9ofk) (91fk) —o

) oo(z) o) |

1l s’agit de séparer du premier membre le facteur
kx= ki-z‘] -+ kg.’l‘g—{— k31'3,

par lequel il doit étre divisible. C’est en se servant de la notation
symbolique que 'on peut effectuer celte séparation de la maniére
la plus facile. Faisons donc, s étant 'ordre des courbes du fais-
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(‘Po(z)zaft: cP,(.Z‘): % f(x)=a.:y

(pofk)= ns.(zak)aitaz™?,
(p1fk)= ns.(Bak)Bs a1,

L équation (4) devient
[(aak)ﬁx— (ﬁak)ax]ag‘—l a.;:—‘ B‘;.‘_‘ —o.

Relativement a l'expression entre crochets, nous opérons par
I’identité

(2ak)Br — (Bak)uz = (aBk)az — (aBa)ke.
Eu égard aux conditions a? = o, k; =1, il vient
(%) (aaf)aitaz 1Bt =o,
d’ott il suit que les points de contact cherchés sont les intersec-

tions de f= o avec la jacobienne des trois courbes f= o,
9o = 0, ¢y = 0; résultat qui est d’ailleurs connu (*).

II. — Contact du deuxiéme ordre.

3. Nous supposons donné un systéme linéaire dépendant de deux
paramétres, savoir

(6) ¢+ M +py =o,
ou
p=ay Y=0% x=1%

Dans notre édition des le¢cons.de Clebsch (2), nous avons fait re-
marquer que I’équation de la courbe d’ordre s, qui appartient au

systeme (6) et qui touche la courbe f =0 en un point z, est donnée
par I'équation

Y020+ (fx9)-$ () + fed) (r) = o,

le point variable ayant les coordonnées y;; ou bien, en appliquant

(*) Voir Ciesscn, Vorlesungen iiber Geometrie, t. 1, p. 460, note; t. II, p. 171
dans la traduction de M. Benoist.

() Ibid., t. 1, p. 456; t. II, p. 165 dans la traduction de M. Benoist.
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la notation symbolique,

[(aBy)BEt.v5. o5+ (aya)ytat BS + (aaf)al 1 B5t.ys ]al 1 =0
Cette méme formule peut s’écrire sous la forme suivante :

e(r) &) &) o

p(z) $1(z) (=) fi(z) -
p2(z) $(z) ya(2) fa(2) '
e3(z) $a(z) Ya(z) Sfo(2)

ol nous avons posé

(7)

ldm /]

P W@ =g =

9i(x)=

Il est aisé de vérifier que I'équation (7) satisfait, en effet, aux
conditions demandées. D’abord le premier membre s’évanouit iden-
tiquement pour y = z, carona

(Z) = 2191+ T2 P+ Z393
Y(7) = 2141+ Zada + 733
X(Z) =211+ T2 Y2+ Ta)s
f(@)=z21fi+ 2 fa+23fs=0.

De méme, pour y = z + dx,’équation (7) est satisfaite identique-
ment. Car si 'on en multiplie les trois derniéres lignes du déter-
minant respectivement par z,, Z», &3 et si I'on retranche la
somme de ces produits de la premiére ligne, les termes de cette
derniére deviennent, en vertude f = o,

d"?(m)f dy(z), dy(=z), o.

Si I'on multiplie ensuite les méme lignes par dz,, dz,, dz; et si
Pon retranche encore la somme de ces produits des termes de la pre-
miére ligne divisés par s, ces derniers disparaissent tous en vertu de
Jf=o0.La courbe représentée par (7) a donc bien un contact du pre-
mier ordre avec f = o au point z, et elle fait partie du systéme (6).

4. Pour trouver maintenant les points ou une courbe de ce sys-
téme touche la courbe f= o par un contact de deuxiéme ordre,
nous mettons, dans ’équation (), les quantités

zi+ 2dx;+ d*x;
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a la place des y;. Les équations f=o0, df = o, d*f =0 devanl
étre satisfaites, les termes de la premiére ligne horizontale du dé-
terminant se transforment aisément en

(s—naz?ade, (s—DBF2 83 (s —DV5 ey (R—1)af?ads,

les symboles c; étant équivalents aux symboles a; et b; de f(x).
Dans ces expressions, il faut introduire les quantités &; a I'aide
de (3); on trouve, d’aprés une identité connue,

p2ad, = (afk): = (aak)(abk)al 1 br1

I

-; (eak)al 2 bk + é(azblc)2 bi2al
a .
(72) ¢ . .
-3 (abk)lala2bn2 — 3 (abayal 2b% 2 k2

+(aba)(abk)al 2 bt 2a,ky.

Silon forme trois relations analogues en remplacant les symboles
@ par f3, v, ¢, et si 'on transforme par elles la premiére ligne du
déterminant, dans chaque élément de  cette ligne figurent cing
termes. Les deux premiers en disparaissent & cause de f = 0. On
peut aussi faire disparaitre le troisiéme terme qui contient les fac-
teurs ¢(z), ¥(x), y(x), f(x) respectivement, en multipliant les
trois derniéres lignes du déterminant par des facteurs convenables
et en ajoutant ces produits aux éléments de la premiére ligne.

Il ne reste donc, dans chaque élément de la premiére ligne,
que le quatriéme et le cinqui¢me terme. Pour la quatriéme colonne
en particulier, ce cinqui¢me terme est égal a

(n—1)(abe) abk)al 2 b2 cl 'k,

=r ; ! ke[(abk)cy — (ack)by — (cbk)az](abe)ak=t b2 cli?

n—i 3
=3 ki(abc)rak2bi 2ci 2,

de sorte que I'on a, en vertu de f =0, df = o

(7%) p2.cli el =— (—xi’k?f,a(azAbc)zzz,;2 b et = — éA,

en désignant par A le covariant hessien de f(x).
Multiplions maintenant les trois dernieres lignes du déterminant



respeclivement par

(s —1)(ab)(abk)ar 2 b3 2 ke,
(s —1)(ab)y(abk)al 2022 ke,
(s —1)(ab);(abk)ak 2 b2 ke,

ol (ab), = ayby — by ay, . . ., et retranchons les produits ainsi for-
més des lermes de la premiére ligne; ceux-ci deviennent alors res-
peelivement égaux i

—%(S — 1) (aba) a2 b 2 4572 k2,
— (s —1)(abBRarrbrrfrt A,

— %(S —1)(aby)ai bty k2,

- 1)ARL — (s —1)(abe)abk)a 2B 2 iV =—

n—+92s—3
(1}

kL

Par ce calcul, nous avons donc séparé du déterminant un
facteur A2, et les grandeurs &; ne figurent plus dans le déterminant
restant, de sorle que nous pouvons énoncer ce théoréme :

Les points de la courbe f= o ot une courbe du réseau (6) a
un contact du second ordre avec elle sont donnés par ses inter-
sections asec une courbe d’ordre 3(n + s — 3), savoir :

(s—1nP (s—n¥ (s—nX Z—l——_t—’;————z.&
(8) | % $1 71 J1 =o,
' 22 ‘}’2 X2 _fz
3 4‘3 p&) f3
ou
gy DT (abaral b, W (abran g,

X = (abylak 20 2y52, A= (abc)2ak 2bi2ck 2.

3. Pour nous convaincre que notre résultat concorde bien avec
celui de M. Brill ('), nous allons le démontrer encore d’une
autre maniére.

Evidemment les points cherchés de f= o doivent satisfaire a

(") Leber diejenigen Curven eines Biischels, welche eine gegebene Curve swei-
punktig berahren (Mathematische Annalen, t. 11, 18-1).
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I'équation
9(x)
(9) o=| Z¢;.dw, J
Soid?ai+ (s —1)2Z ¢ de; day

ol nous n’avons écrit que les éléments de la premiére colonne, les
autres colonnes étant de la méme forme, et le déterminant devant
étre du troisitme ordre. C'est par des transformations identiques
de ce déterminant a I'aide des équations f = o, df =0, d?f=o,
que M. Brill a déterminé les intersections de la courbe (8) avec
J = o par l'équation

$S—1

2

0=

P—(n—1Q,
ou
P11 P22 P33 P23 P31 P12
‘Pu %z 4133 qlza %1 4’12
P= A1 Y22 Y33 Y33 Y31 Y12
afy o o o fi fal
o 2fs o fi o fi
o o 2fs fa fi o

o1 Y1 A Ju fi2 fis . P11 $1
Q=192 $2 X2 |- |Sor1 So2 JSas =gl $2 %2 [- A
P Y3 % Sar Sfaa Sfas P3 Y3 Ys

Nous aurons démontré I'identité des deux résultats, lorsque
nous serons parvenus a déduire 1'équation (8) immédiatement
de(g). Or on a, par des transformations élémentaires,

¢ ¢ x o o o

de dy dy o o o

;;ldﬁ: dtg &y dy o o o
dip @y ary ohox e o
2 ¢ Y2 o 1 0

92 % xs o o I

o o Zy Ty Z3

o o dzy dr, dz,
Y Yy arzy dzy dizs
¢ 1 ox1 —tr o °
92 ¥ A2 o0 -1 o0
e Y3 X3 o o —1




si 'on pose, pour abréger,

?'= (s— l)zch,'kdz,- dxy,
V' = (s — 1) 22 dzidzr, ¥ = (s —1)2EZyudridzy;

et, en poursuivant les transformations

o o o o Zq 3

o o o o dzy dz,
119" V ¥ Bfiddz dizy, diay .
Si P1 [\ A1 — o o !

P2 % A2 —'fz —1I o

93 Y3 %3 —JSs o —1

enfin, le déterminant z, dzy — 23 dz, étant proportionnel a f, (égal

asfy),

¢ ¥ (n—1)EXfydridr;

—g P1 ‘Pl &1 f:
P2 Y2 A2 Ja
?3 \'{3 y &) f3

Par 13, nous sommes en effet retombés sur I'équation (8), pourvu
que l'on y ait fait la substitution

Yi=xi+ 2d.’l‘[+ d‘z[.

III. — Contact du troisiéme ordre.

6. En partant des résultats obtenus précédemment, il est aisé
d’établir I'équation d’une courbe d’ordre s qui fait partie d’un
systtme trois fois infini, savoir :

?(2) + x§(z) + Ay (2) + pu(z) =0,

ct qui touche la courbe f(z)=o0 en un point donné z, par un
contact d’ordre 2. Cette équation est donnée, en variables y;, par

*(») $(») 1) w(y) o
($—1D® (s—D)¥ (s—1)X (s—1nQ -n—+—23i:—§A
(r0) ®1 ¥ X1 w1 Si =
$2 ‘«P-z A2 Wy fz

o3 $; /3 w3 J3
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Les quantités @, ¥, X, A sont encore définies par (82), et nous
avons posé
Q= (8ab)al 2572852, w(x)=3%.

Evidemment I’équation (10) est satisfaite pour y = x et pour
y = x + dx. Pour prouver qu'il en est de méme pour

¥y =+ 2dr+ d?z,

il suffit de remarquer que, d’aprés les calculs achevés au n° 4, les
termes de la deuxi¢me ligne horizontale du déterminant peuvent
étre remplacés par

(s —1na2aky, (s— l)ﬁfr"z pfma

(S—l)YI;_?lei‘r’ (3—1)3';285;1:» (n—1)a%k 2al,.

7. Pour trouver maintenant les points de /= o ol une courbe
du systéme proposé a avec f = o un contact du troisiéme ordre, il
nous faut mettre z + 3dzx + 3d*x 4 d*x 4 la place de y, ou bien
d3¢, ..., ala place de ¢(y), .... La relation d*>f=o0 ou

(1) allape+3(n—1)ati " ageape+ (n—1)(n—2)ak3al, =o

devant étre sauisfaite, les cinq termes de la premiére ligne du dé-
terminant (10) peuvent s’écrire

(12) 3(s —n)ay tagr i+ (s —1)(s — 2)ay 3 2dy, .-,
12

3(n—r1)ak rayraqiz+(n—1)(n—2)alk%ad,.

De la relation (72), on tire, par différentiation, en multipliani
d’abord par o2,
[ 20225 2 dyx dgre—+ p2(s — 2) a5 ad, + 2pdp a2 a3,

s
=— E(abk)zaf{,‘? bR 28 0y,

—(r—2)(abk)al 20 3 b2y

(13) —(n—2)(aba)2a 3b2 2a a2 k2
(s—2 > 3 -
-5 (aba)al=2by 2 a5 3 ay k2

+ (aba)(abk)al 3 b a2 [2(n — 2)ay Ay,

+ (s —1)Artyr| ke

Sur le quau‘iéme el sur le dernier terme du seceond membre.
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nous opérons par l'identité
(14) P iz @z = (ack)az = [(2ca)kz+ (aak)cz+ (ack)az]ci 1.

Il vient alors, en vertu de f=c” = o,

‘.

‘ 2030 2 Ay agre+ p3(s — 2) 253 2, + 2p2dp a2 0,

(1%) < :s:%g@'_in_ﬁ:s—“bk;qﬂ

( +(2n+5—5)kyP"+ (s—1)PVk} +Ao+ Bdy,

cn désignant par A, B des quantités qui ne contiennent plus les
symbholes a, et en posant

P = (aba)2(acxr)ak 3br 2l af3,
(15%) V' = (aba)(ack)all3bi 2k Va2,
P"= (abz) (abk)(ack)ay 3 b2 ct 1251 = Z R0,
ou
Ri= (ab)i(abk)(ack)a?3b%2c 1,
enfin
P = (abx)(abk)(xca)alt 3 b2l 1 as 2

= (abx)[(abx)(keca)+ (abe)(arka)lc, I

— %(abc)[(ab:)cx—(aca)bz](zka)ﬂ
. —;—(abc)[(abc)11+ (cba)ay](xka)ll
= "4 é(abc)f(axk)az‘a bRz cn-? i,

car dans le troisiéme terme, qui devrait figurer au second membre,
les facteurs (cba)(aha) peuvent étre remplacés par

%[(cba)(ika) — (aba)(ake) — (cax)(xkb)] = %(cba)(aka) =o0.

Ainsi le second membre de (15) devient

Ls— +35—8 .
\sl)ki‘q),_zn 25 k2

(1) s—1
’ 4 (an+s—5) ke d"+ 2 k% &'+ Bo+ Bdg,

(15¢) D= (abeR(aak)at 3b% et talit = 28,0,
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8. Pour achever l'élimination des différentielles, il nous faut

4 ) M $-3 .3
encore étudier 'expression o * o), .

Les équations (32) et (72) donnent
p3as 3 ad, = (aak)(abk)(ack)ai 2 bi 1 ch1a53
= — -12- ki.(aba)2(ack)ai b 2cltas?
+ ky(aba)(abk)(ack)ai 2b% 2 ci a2
+ Ao+ B'do,
et, en appliquant, pour les deux premiers termes, encore l'iden-

uté (14)

PasIal, = ik}@'-— Sk K2+ k9" Alg+ B'dg
(16)

J 3 l 1 U
K3 ¥ — S R34+ ZR3 T+ kx "+ Mg+ B'dg.

» |-

Multiplions maintenant 'équation (15) par Z (s — 1), et retran-
chons-en I'équation (16), multipliée par i(s —1)(s — 2), en ayant
égard a I'expression (15%) pour le second membre de (15). Ainsi
nous trouvons la premiére des quantités (12) sous la forme sui-
vante

3p3(s —DaF P daraarz+ pP(s —1)(s — 2)aF ady

(s—1)(s—
2

=—3(s—r1)p2dpai2al,+ A"¢+ B'do+ 2)<I>’lc.§

a7) - %(s—l)(n+s—3)d>"k}

+ i(s —1)(6n+ 25 —13)®"kp+ % (s —1)(25 — 1)DYAL.

D’une maniére analogue, on est conduit a trois autres relations
qui résultent de (17), quand on y remplace le symbole « respecti-
vement par {3, v, 3. Enfin, on peut mettre un symbole d (ou
d? = a}) alaplace de «, pourvu que 'on mette simultanément n
a la place de s. Dans ce cas, se présentent au lieu de &/, @', @, ®*
les formes

A' = (abd)?(acd)a3br-2ci 1 dn3,

A" = (abd)(ack)at 3br2cr-1dr2,

A" = (abd) (abk)(ack)ali=? b2 ci-1di-1 = SR.f,,
AV = (abe ) (adk)ai 3 b 2l 2di ™ = A" = =Sf;.



Or il est & remarquer que A’ s’annule identiquement et que A”
se réduit facilement & A”. En effet, A’ change de signe, si 1'on
permute entre eux les symboles « et d. Quant a A”, nous permu-
tons les lettres b, d et faisons usage de I'identité

(abk)dr— (adk)by = (abd)ky— (bdk)a,.

11 vient alors
A= S ke A" — (abd)(ack)(bdk) @it bi-t it dyt.

Au deuxiéme terme du second membre, nous pouvons rem-
placer, sans altérer sa valeur, les facteurs symboliques (ack)( bdk)

par
%[(ack)(br[k) —(bekradk) — (dek i balk)| = %(acd)(bkk )= o.

Il s’ensuit.

A=t A
2

Pour la derniére des cinq quantités (12) nous avons donc, au
lieu de (17), cette relation plus simple
‘ 3p3(n — 1)@k ? @uz@arr—+ p*(n —1)(n —2)a 3 al,

(18) .
| =— 3(n—1)p’dpa_’;"a,§,—-;—(n—l)(n —2)®"kL.

8. Les équations précédentes, (17) et (18), nous servent 3 trans-
tormer les expressions (12), premiers éléments du déterminant (10)
aprés la substitution y = x + 3dz + 3d*x + d*x. D’abord nous
pouvons y omettre les termes

—3(s—n)prdpatai,, ... , = 3(n—r)p*dpai~taj ;

car, en utilisant les trois derniéres lignes du déterminant, ils peu-
vent s’écrire de facon qu'ils deviennent, d’aprés les calculs du n° 4,
proportionnels aux termes de la deuxiéme ligne. De méme, nous
pouvons négliger, en vertu de f = o et df = o, les termes qui con-
tiennent les facteurs o, dop, etc.

De plus, nous pouvons y supprimer, en vertu de la relation
A" = ZR;f;, les termes dans lesquels figurent les expressions

‘b"’:ZRi?i, "= S R; ¢y, X"=2R,xg, 0"=2R,~w,:.

Il faut seulement retrancher en méme temps, de la derniére des
X. 3
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quantités (12), I'expression
é(s —1)(6n + 25 —13)A"k, = %(s —1)(6n + 25 —13)A" ky.
Enfin, ®* étant égal 2 £S;¢;, ..., on peut y supprimer les termes
s—1I s —

—o)®v. k2, ...,
(25—2) A

pourvu qu'on retranche, du second membre de (18), le produit

L(as —n)Qvkl,

szl (25 —1)AVk: — Szl (25 —1)A"K2.

Ainsi, les éléments de la premiére ligne du déterminant en ques-
tion se présentent sous la forme suivante

;{(s—l)(s—z)qf.k‘%-—— 2(3—1)(n+ s—3)D". k2,
Lo (s —2)w. k8 — g(s—l)(n+ s— 3)W k2,
s —)(s—2)X' A — %(s —(n+s—3)X". &2,
%(3—1)(3—2)9’. ki — %(S—l)(n—i— s—3)Q" k2,

— B(n—l)(n—z)+ -;(s—-x)(3n + a5 —7)] A" k2.

Ici, nous avons désigné par W”, X", Q" ce que devient ®” quand on
y remplace a respectivement par 3, v, 8.
Le déterminant lui-méme prend donc cette valeur

(19) D=L(s—ns—ara—lizs,
ot nous avons posé
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s=(s—1)(n+s—3)

~

= ;I.(”"l)(”-"2)'5-(5—1)(3n+ 28 —7)]

(20%) ¢ I 1 .
=5+ —3—(n—1)(n,-—2)—-—§(s—-l)(s—'))

=7+ %(n—-s)(n+s—‘i).

Il faut encore nous occuper de I'expression B pour en séparer un
facteur k.

9. De la derniére relation entre » et =, on tire

n—s n-—28—>3

T3(s—1) 3(s—1)

Par conséquent, il vient, a 'aide de (15%),

(abx)? (abBp (aby)r (abo)? ':'(abd)?

(ef2) (ef B (ofyi (ef3ir Z(efdp |

B=gs(s—1) lackybierf 11,
n . NN H
Ay G 1{31 P 1Y x 910 dydy |
Ay A 32 .'3.r Va2 5204 dydy
P N N o Y
I %3%yr P32 73 O3y dsd,
n ___ fn __ n ___
en faisant o) = f1 = d’ = f(r) et
; 3 3 pn -3 n- 2 ,5-2 G52 ps-2
(20%) =l 3003 el-3 fr-3en-b i 24572 45724502582

Cette expression sera transformée par 'identité
(ack)er= (ace)ky—+ (aek)cy— (eck)ay.
Alors on obtient une somme de trois termes. Du premier se trouve
sépard le facteur &, ; le deuxiéme contient le facteur ¢, et s’évanouit
par conséquent; le troisiéme est égal, au signe prés, a B, comme on
le reconnait aisément, en permutant entre elles les lettres a, e et
b, f. Par suite, le premier terme de cette somme devient égal au
double de la valeur de B, de sorte que
(aba) (abB) (aby) (abd)? T:(abd)2
3 5 ~ r
o(s—1)| (efa) (efB)2 (efy)* (efd)? ;(t’fﬂl)2
2 ™
Ay Ay ,gllgx T1¥x 0181 d\d
V2V 338, dydy
Az Ay .33 .3.:- NERES 838, dyd

(21) B=k, (ace b f. I




La substitution des valeurs (20) et (21) dans (19) conduit au
théoréme suivant, dont la démonstration était le but principal de
nos recherches, savoir :

Les points ot une courbe algébrique d’ordre, n, f(z)=o,
est touchée par une courbe d’ordre s du systéme linéaire

(@) +xy(z) + Ay (z) + po(z)=o,

‘suivant un contact du troisiéme ordre, sont ses points d’inter-
section avec la courbe

(22) (s—1)(s—2)A—3By=o,
B, ks étant égal @ B, et A, B étant définis par les équations
(20) et (21), dans lesquelles r, ¢ sont donnés par (20%), Il par

(20%), @ par (15%) et W', X!, Q par des formations analogues,
et ou l'on a posé

o(z)=ai Y(2)=B% ylz)=1i wo(2)=3}
fl@)=ag=bi=ch=d} =ei=f}
La courbe (22) est de 'ordre

4(n—3)+2n—3+4(s——2)+6:4[s—+— %(n—S)],

ce qui concorde avec une proposition générale que nous avions
obtenue, par voie récurrente, dans notre édition des Legons de

Clebsch (V).

IV. — Sur la loi de réciprocité de M. BriLL.

10. Remarquons la forme sous laquellé se présente, dans (10),
P’équation d’une courbe qui fait partie du systéme linéair» propos®
et qui touche la courbe f= 0, 4 un point donné z, par t.u contaci
du deuxiéme ordre. Cette équation peut s’écrire (en coordornées );)

(23)  9()D (@) + $(1)Dy(¥) + 1 (¥)D (@) + w(¥)D,(2) = o,

(') Loc. cit.. t. 1, p. 735; t. Il de la traduction de M. Benoist, p. 5.
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pourvu que D,(z)= o soit la courbe qui détermine par ses in-
tersections avec f = o les points ou celle-ci touche une eourbe du
systéme

V() + A (y)+po(y)=o

par un contact du second ordre, etc.

Par 1a se trouve vérifiée, pour le cas actuel, la loi générale de
réciprocité, due & M. Brill, et concernant d’une part les courbes
¢;= o d’un systéme linéaire y fois infini et, d’autre part, les courbes
®;= o qui déterminent dans un systéme partiel (y —1) fois infini,
contenu dans le premier systéme, les courbes touchant f= o par
un contact d'ordre y — 1. En effet, on sait (') que la forme de
I'équation (23) reste la méme pour le cas général, de sorte que

(24) 20(¥) Po(@) + 91(y) Po(Z) +...+ 9 (¥) P(z) =0

est, en variables y, 'équation d’une courbe qui touche f=o au
point z, par un contact d’ordre y—1; et j’ai démontré que cette
équation donne précisément le contenu de la loi que M. Brill
avait obtenue d’une autre maniére (2).

Une remarque analogue a lieu a I’égard d’un systéme quatre fois
infini

(25) o(@) + v Y(z) + hy (@) + pw(x) +vI(z) = o.

Du résultat obtenu au n° 9, on déduit immédiatement que la
courbe du systéme (25) qui touche f= o au point x par un con-
tact du troisiéme ordre est représentée, en variables y, par
Uéquation

(26 (s——z)l'-——%(n—%—s~3’)Q:o,

(') Op. cit., p. 472; t. 11, p. 185 dans la traduction de M. Benoist.

(*) Mathematische Annalen, t. 1V, p. 527; 1871. Cette loi peut aussi étre dé-
montrée par I'application des intégrales abéliennes et des fonctions 0 ; voir mon Mé-
moire Ueber eine Verallgemeinerung des Jacobi’schen Umkehrproblems der
Abelschen Integrale (Berichte der naturforschenden Gesellschaft su Freiburg
i. Br., Bd. VII).
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s

ou, si I(x) =¢3,

?(7) Y (&) w(¥) 3 0
¥ v X o @ o
n-+2s—3
| ® r X o o e % 7
P1 1 X1 [N o S
@2 [ A2 Wy e Ja
P3 $s A3 w3 3 S3
e() Y&y Oy w(@) 3) o
(aba)? (abB)t (aby)? (abd) (abe)? E—;(T"‘—j:-—l‘)—g(abd)z
Q= (721 (87 (F0r (o3P (o "TET ey |(ace)
X Xz BiBx  Y1va 818 €13z didx
A2 Ly @-z Bx T2Yx 82082 28z dydy
A3 %Ly ?3 g.z Y3Yx 838 23cx dsdy

X (Az )3 (bafoda)' 2l (x B2 Oxta) 2

La loi de réciprocité nous permet de plus d’énoncer, a I'égard
de I’expression D dans (19) ou du premier membre de (22), la pro
position suivante,

Désignons par ®°, We, X9, Q° les quantités qui multiplient, dans
(10), respectivement les fonctions ¢(y), ¥(), £(2), ©(¥), de
sorte que, par exemple,
n+42s—3

3(s—1)
Q=—(s—1)| &1 Y1 Y1 JSi
?2 Y2 %2 Ja
P3 Y3 713 f3

¢ ¥ X

Si I'on remplace dans Q° les courbes ¢, ¢, 4 par ®°, W, X on
obtienl une nouvelle expression w?, savoir

¢V 1 mE=p° ’

w=—(z—1)y| P} ¥ X3 Si !,
®3 W X8 S J
®§ W§ X§ Ss
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out=13(n+s—3), eten faisant P =P3, ....

x)

¢'=(Pabpr®ial b5, Y= (VYab)» Wi az b1,
K =X(abpXi?ap by, @) =077,

En vertu de f=o, la fonction w® doit étre, & un facteur
numérique prés, égale & w (z) multiplié par la deuzxiéme puis-
sance de Uexpression (s —1)(s —2)A —3B,, qui figure au
premier membre de (22).

11. A l'occasion de certaines recherches sur la théorie des cor-~
respondances, nous avons été conduit a considérer une courbe
M=o ("), dont les intersections avec f = o jouissent de cette pro-
priété qu'une courbe d’un systéme linéaire y fois infini y a un
point double tel que I'une de ses deux branches y touche la courbe
Jf=o par un contact d’ordre y — 2. L’équation de cette courbe
s’obtient si I'on pose, dans I'équation (24), z = y et si I'on sépare
durésultat un facteur f, de sorte que

o(Z) Po(x) + 91 (2) Py (2) +. ..+ ?r(z)q)r(z) =M.f.

Pour les cas les plus simples, nous sommes maintenant 2 méme
d'indiquer la formation analytique de ce facteur M.

Pour y = 2, on sait que la courbe M = o est la jacobienne du
réseau proposé.

Pour y =3, il faut partir de I'équation (10). La substitution
y = x faite, on peut aisémeunt transformer le déterminant de fagon
que les éléments de la premiére ligne horizontale prennent les
valeurs

0, 0, 0, 0, —-f(ar)
La courbe d’ordre 2n + s — 7,
v X @
91 7 Y1 Wy

P2 'l»‘: T2 We
3 Y3 Az w3

(') Op. cit., p. 737: t. I, p. 97 dans la traduction de M. Benoist.
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détermine donc sur f=o les points ot une courbe du systéme
e(z)+2d(z)+ Ay (z)+ pw(z)=o

a un point double tel que l'une de ses branches y touche la
courbe f= o par un contact du premier ordre.

Pour y = 4, les déterminants P et Q, qui figurent au premier
membre de (26), se transforment d’une maniére analogue quand on
a fait y = z. Les points de f = o, ot une courbe du systéeme (25)
a un point double tel que U'une de ses branches y touche la
courbe f= o par un contact du deuxiéme ordre, sont les inter-
sections de f= o avec la courbe

(s—2)R— z(n—i—s—S)S:o,

en posant
¢ v X' o é

» v X Q 6
R= ?1 $1 AT s ,
P2 $a T2 W2 =

|
(aba): (abB) (aby)? (abd): (ab:e)?
(efay (efB) (efYP (efS): (ef=)?

-6

3 % A3 w3 33

PR
S = Ay Xy Bl ﬁr Y1Yx 010y €1 ¢x (ace)
o
A3 Ax ﬁz ﬁ.z‘ Y2 Yx 02 8.2 €28y
PO
o3 0 B3 B Y3Yx 030y g3 Ex

X (@per)r=3( b:tf:c D et (2 gx Yz Sxex )y



