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B U L L E T I N
I)K L A

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES ET C O M M U N I C A T I O N S .

Sur les courbes d9 un système linéaire trois/ois infini qui touchent
une courbe algébrique donnée par un contact du troisième
ordre; par M. LITOEMANN.

(Séance du 6 janvier i88a.)

Le problème dont nous allons nous occuper demande d'effectuer
Pélimmation des paramètres x, \ (JL, des variables homogènes x^
•2?2, 0:3, des différentielles d x ^ , dx^ dx^, des différentielles du
second ordre d^x^ d^x^ d^x-^ et des différentielles du troisième
ordre d^x^ d^x^ rf3^, entre les équations suivantes, dans les-
quelles <p, A, y, co désignent des fonctions entières et homogènes
d'un même ordre et /une telle fonction d^un ordre égal ou diffé-
rent, savoir :

(? -+- X<j/ 4- X^ -+- (At») = 0,

C?(p •4- Y.d^ 4- ^<^ •+- p.â?û) == 0,

û?3® -^-x^2^'4" ̂ ^X"^ {JL^âto = 0»
d3 (p -+- x d3 ̂  -+• \ d3 ̂  4- {JL d9 (o == o,

/==o, ^/'==o, ^/==o, </V==o.

Pour y arriver, nous avons dû traiter d'abord, dans 1 et II, les cas
où il ne s'agit que des différentielles du premier ou du deuxième
ordre, cas pour lesquels les résultats sont déjà connus, mais nous
les présenterons sous nue forme uouvc'IL1. 111 csl consacré au pro-
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blême proposé. La marche que nous allons suivre offre cet avan-
tage qu'elle peut s'appliquer d'une façon analogue aux cas plus
compliqués ; on peut, en effet, résoudre par des calculs semblables
le problème relatif à un contact d'ordre Y, après avoir abordé celui
qui concerne un contact d'ordre Y — i. Le dernier paragraphe est
consacré à quelques observations auxquelles donnent lieu les ré-
sultats obtenus combinés avec la loi de réciprocité de M. Brill.

M. Krey ( t ) s'est aussi occupé du problème actuel; il a effectué
l'élimination des différentielles et des paramètres; mais il n'est pas
parvenu à séparer du résultat le facteur

^ == ( Â-i Xt -4- Â-2 3-2 -4- Â-3 3?3 )3,

^'n Â-2, Â'3 étant des constantes qui servent à fixer, par l'identité
Â^.= i , les valeurs absolues des coordonnées x^x.^ x-^

I. — Contact du premier ordre.

1. Désignons par n l'ordre de la courbe primitive, et supposons
qu'elle soit représentée, en coordonnées homogènes, par l'équa-
tion

/==o ou /Oi ̂ 2^3)== o.

Les dérivées de/par rapport à x^ x^ ^3, multipliées par /? ,
seront désignées par/i, /^, /3, de sorte que

f - l à/ f î àf f i ^/
^-^^ ^^^ ^^n^-:

Notre premier problème est de déterminer les courbes d'un fais-
ceau

0) 9o(^)+ Âîpi(.r)== o

qui touchent la courbe primitive. A cet effet, il suffit de déter-
miner sur/=== oies points de contact des courbes demandées; ces
points sont les points de coïncidence d'une certaine correspondance
qui est donnée par notre problème entre les points x et y de /= o.
Par chaque point y de cette dernière passe une courbe du fais-

') Macheinatùc/ïe Annatçn, t \; p. > i . \ \ i^ri,



— 23 —

ccau, donnée par l'équation

yo(y) <?i(y) _
cpo(.y) ^i(^)

Pourj^==^, cette équation est satisfaite identiquement; nous
cherchons de tels points x sur/== o, pour lesquels elle est encore
satisfaite si l'on pose y/ = Xi-\- dxi ou

(<2) /1^1-+-/2^2+/3^3=0.

Par cette substitution, elle devient

Y <)?" / Y ̂ i 7^ -•- c/jr/ > - dxi
•̂d ̂  ^ àxi =-.o.

?o(^) ^i(^)

l.cs quanti tés d^i sont déterminées par (2 ) et par une identité de la

< ^ * Â-i dXi -r- k.^ dx^ -h X-3 ̂ 3 = 0,

les A / étant des constantes telles que

AI J-i --r- Â-.2 X.î -4- Â-3 ̂ 3 = 1 .

On tire de ( ^ ) et (3)

( 3 ^ )
( p^l =/2^3—^2/3,

P^2=/3^1—Â-3/i,

pA3=/iÂ-2—Â-i/2.

Par l'introduction de ces valeurs dans notre déterminant, et en
désignant par ('f^'/J le déterminant des fonctions <p, A, y, on
trouve

(4 )
(?0/Â:) (C?1/Â-)

9o(^) <?i(*y)

II s'agit de séparer du premier membre le facteur

ky; === Â-i.z-1 + ^2^2 4- À-3a"3,

par lequel il doit être divisible. C'est en se servant de la notation
symbolique que l'on peut effectuer cette séparation de la manière
la plus facile. Faisons donc, vêtant l'ordre des courbes du faîs-
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d'où
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?o(.y)=a^, (pi(a')==^, /(a<)=aï,

Opo/A:)= 7^.(aaÂ:)aSriaS-S

(<p,/A:)=^.(paA:)p£-ia5-1.

L équation (4) devient

[(aaÂ^-^a^jar1^-^ =o.

Relativement à Impression entre crochets, nous opérons par
l'identité

(aaÂ-)i^-(pa^)a^=(apA:)^—(ai3a)Â^.

Eu égard aux conditions a^. == o, kx = i, il vient

(5) (aa^aS--1^--^--1^,

d'où il suit que les points de contact cherchés sont les intersec-
tions de /== o avec la jacobienne des trois courbes f— py
<po ̂  o, <pi == o ; résultat qui est d'ailleurs connu (1 ).

II. — Contact du deuxième ordre.

3. Nous supposons donné un système linéaire dépendant de deux
paramètres, savoir

(6) <P^-X^.+-(JL^==O,

où
?=aS-, ^fê, X==TS:-

Dans notre édition des leçons de Clebsch (2), nous avons fait re-
marquer que l'équation de la courbe d'ordre s^ qui appartient au
système (6) et qui touche la courbe /= o en un point x, est donnée
par l'équation

(/(^x)•?(y)+(/x?)•<KJ)+(/?<^)-x(^)=o»
le point variable ayant les coordonnées^; ou bien, en appliquant

( * ) Voir CLEBSCH, Vorlesungen ùber Géométrie^ t. I, p. 460, note; t. II, p. 171
dans la traduction de M. Benoist.

(2) Ibid.^ t. I, p. 456; t. Iï, p. i65 dans la traduction de M. Benoist.
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la notation symbolique,

[(apY)p^.YS,- l.^-4-(aYa)Y£- la^-l.P^+(aap)a^-<pî-*.^]aS-*=o

Cette même formule peut s'écrire sous la forme suivante :

?(y) ^Gr) xCr) 0

ïi(^) <h(^) xi(^) /i(^) ^
(7) ^) +2^) X2W /2(^) oî

?3(^) <Ma-) X3(3') /a^)

où nous avons posé

^ï& ̂ i^ ^-&-
II est aisé de vérifier que l'équation (7) satisfait, en effet, aux

conditions demandées. D'abord le premier membre s'évanouit iden-
tiquement pour y = x, car on a

<?(a7) ==3•l^l-+-;y2<p2•+-•y3<î>3
4/(a-) == a-i <j/i -h ^2^2 -+- a'3^3
^(a-) = 3-1 y.1 -4- a'2y,i -+- a-aXs
/(a?) === a-i/i -+- ^2/2 + ̂ 3/3 = o.

De même, pourjr == x + rfa?, l'équation ( 7 ) est satisfaite identique-
ment. Car si l'on en multiplie les trois dernières lignes du déter-
minant respectivement par x^ x^ x^ et si l'on retranche la
somme de ces produits de la première ligne, les termes de cette
dernière deviennent, en vertu de f == o,

d^(x), d^(x\ d^(x), o.

Si l'on multiplie ensuite les même lignes par dx^ dx^ dx^ et si
l'on retranche encore la somme de ces produits des termes de la pre-
mière ligne divisés par s, ces derniers disparaissent tous en vertu de
f== o. La courbe représentée par ( 7 ) a donc bien un contact du pre-
mier ordre avec/== o au point x, et elle fait partie du système (6).

4. Pour trouver maintenant les points où une courbe de ce sys-
tème touche la courbe f == o par un contact de deuxième ordre,
nous mettons, dans l'équation (7) , les quantités

Xi -4- 2 dXi 4- d'2 Xi
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a la place des y. Les équations /= o, dj•= o, rfy=o devant
être satisfaites, les termes de la première ligne horizontale du dé-
terminant se transforment aisément en

(.-Da ,̂, (.-i)P^p5,, (.-W^, (.-.)a?-̂ ,,

les symboles c. étant équivalents aux symboles a. et b,de f(x)
Dans ces expressions, il faut introduire les quantités k, à l'aide
de (3); on trouve, d'après une identité connue,

(7») <

P2»^ = (a/A)2 = (aa/-)(a^)a5-i 65-1

=^(aaÂ-)2aS-2è3-^ i(a^)2^-2^

- ^ (abky^aS-tbî-î— ' («èa^aS-^î.-s.^.

-(a6a)(a6^)as-265-2a^.^_

Si l'on forme trois relations analogues en remplaçant les symboles
a par p, y, c, et si l'on transforme par elles la première ligne du
déterminant, dans chaque élément de cette ligne figurent cinq
termes. Les deux premiers en disparaissent à cause de /= o. On
peut aussi faire disparaître le troisième terme qui contient les fac-
teurs y(^),^(^),îc(^),/(^) respectivement, en multipliant les
trois dernières lignes du déterminant par des facteurs convenables
et en ajoutant ces produits aux éléments de la première ligne.

Il ne reste donc, dans chaque élément de la première ligne
que le quatrième et le cinquième terme. Pour la quatrième colonne
en particulier, ce cinquième terme est égal à

(n — ̂ (abc^abk)^-9- &5-2 c",-1^

= ~~^~k^abk)cx—(ack)b.^—(cbk)a^{abc)al^b'^-•'-c'',,-•i

= -y-'^aèc^aS-^-Scî-2,

de sorte que l'on a, en vertu de/= o, df= o

W ffî•cî~î^=—^k^abcyaî-^bî-îcî-^ = - -^A,

en désignant par A le covariant hessien de f ( x ' ) .
Multiplions maintenant les trois dernières lignes cl,, délœninani



respectivement par

(s - i)(ab\(abk)aï-^ b^ .k^

(s-^(ab)^abk)a^bî-^.k^

(s-i)(ab),(ab/c)a^bî-^k^

on (ab)i === a^bs — &2^3î • . ., et retranchons les produits ainsi for-
més des termes de la première ligne; ceux-ci deviennent alors res-
pectivement égaux à

-^(s— iXaôa)^-2^-^-2 .̂ .

-^(s-î^ab^a^bî-^^ .̂ ,

- ̂ (s- I)(a6Y)2a2.-2^-2YÏ-â .̂ ,

--^(^-i)AÂJ.-(^-i)(a^)(a^)a^-2^-2^-i^^_^-+-^-3^^

Par ce calcul, nous avons donc séparé du déterminant un
lacicur/^., et les grandeurs ki ne figurent plus dans le déterminant
restant, de sorle que nous pouvons énoncer ce théorème :

Les points de la courbe f = o où une courbe du réseau (6) a
ini contact du second ordre avec elle sont donnés par ses inter-
scctions a\'ec une courbe d'ordre 3(n 4-5 — 3), savoir :

( 8 )

i)^

^i
4^
+3

(s--i)X

/i
X2

X3

n -t- a s
3

/i

/2

/3

-^

ou

(8^)
^ == (ab^a^-2 ̂ -2 a^-2, y = (a6 p)2^-2 65-2 p^-î,

X = (ab^a^bï-^^, A = (abc^a^b^ c^.

S. Pour nous convaincre que notre résultat concorde bien avec
celui de M. Brill ( 1 ) , nous allons le démontrer encore d'une
autre manière.

Évidemment les points cherchés de/=o doivent satisfaire à

( ' ) t'eber diejenigen Curveir eines Blischels, seiche eine gegebene Cin'^e :t\'ei-
punkti^ hcrulil'en {Matlîematische Annaien, t. TI Ï , 18 -1 ) .



Fëqaation
<f(x)
S <p,. dxi
^^idîx^

(9)

-(5—i)SS(p^^^.

où nous bavons écrit que les éléments de la première colonne, les
autres colonnes étant de la même forme, et le déterminant devant
être du troisième ordre. C'est par des transformations identiques
de ce déterminant à Paide des équations/== o, df= o, ^/== o,
que M. Brill a déterminé les intersections de la courbe (8) avec
/== o par l'équation

ou
o=~^-p-(^^i)Q,

PU <P22 <p33 <p23 <p31 <?12

+11 +22 +33 +23 +31 +12

p ̂  X" X22 X33 X23 X31 Xl2

2 / 1 0 0 0 /3 /s

0 ^ 0 / 3 O / i

Q =
?! +1 Xl

^2 +2 X2
<?3 +3 /3

0 2/3 /2

/11 /12 /13

/2l /22 /23

/3l /32 /33

fi

?i +1 Xi [
?2 +2 /2 | .A.

y3 +3 /s
Nous aurons démontré Pidentité des deux résultats, lorsque

nous serons parvenus à déduire Féquation (8) immédiatement
de (9). Or on a, par des transformations élémentaires,

y + x
û?cp û?+ dj
û^y d2^ d1'^

==

? + X o o o
ûfo û?+ ^ 0 0 0

û?2y ^2^ ^2^ 0 0 0

?! +1 Xl I 0 0

PÎ +2 ^ 0 I 0

?3 +3 7.3 0 0 I

o o o xi ^ a?3
o o o cfa*i rf.ra ^3
'/ +" j " d^x^ dî^ d^s
?! +1 Xl — I 0 o

?2 +2 7.2 0 - - 1 Q

?3 +3 7,3 0 0 —I
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si l'on pose, pour abréger,

^=(s—i)^ikdxidxk,

V=(s- ï)^ikdœidœk, ^= (s — ̂ ^tikdxidxk,

et, en poursuivant les transformations

o o o o a?î 3*3
o o o o dx^ dx^

. Ji ^" V ï." ^fid^Xi d^Xï d^x^

^ ?i +1 Xi —/i o o
?2 +2 X2 ——/2 — î 0

?3 ^3 X3 -/3 0 —I

enfin, le déterminant x^ dx^ — x^ dx^ étant proportionnel à /, (égal
à ̂  ).

?' V K " (n-i)^fikdxidxk

?i +1 Xi /î
y2 4^2 X2
?3 4^3 X3

/2

/3

Par là, nous sommes en effet retombés sur l'équation (8), pourvu
que l'on y ait fait la substitution

y/= Xi-^- idxi-\- d^Xi.

III. — Contact du troisième ordre.

6. En partant des résultats obtenus précédemment, il est aisé
d'établir l'équation d'une courbe d'ordre s qui fait partie d'un
système trois fois infini, savoir :

(p(a')-+-x<)/(a-)4-XyJa?)-4- (Jio)(.y) = o,

et qui touche la courbe f[x)=o en un point donné x, par un
contact d'ordre 2. Cette équation est donnée, en variables y/, par

(10)

?Cr)
{.S -I)<î>

?i
^2

9:i

^(y)
(s-ï)V

4'»
^
+3

X(7)

(S-l)\

7.1
7/2

/3

^(y)
(^-i)Q

coi

0)2
103

0

n •+• ts — 3
3 A

/.
/.
./'î
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Les quantités 0, ^F, X, A sont encore définies par (8'1), et nous
avons posé

Q==(Sa6)2aS-2^-2§^ ^)^^

Evidemment Féquation (10) est satisfaite pour y == x et pour
y •==. x -4- û?.y. Pour prouver qu^il en est de même pour

y == x -+- îdx 4- â?2^,

il suffit de remarquer que, d'après les calculs achevés au n° 4, les
termes de la deuxième ligne horizontale du déterminant peuvent
être remplacés par

(^-i)^-2^, ^-i)j^-2p^

(^-im-2"^ (^-i)^-2^, (Tî-i)aS-2^.

7. Pour trouver maintenant les points de/== o où une courbe
du système proposé a avec/== o un contact du troisième ordre, il
nous faut mettre x -\-îdx 4- îd^x 4- d^ x à la place dej, ou bien
^y, . . ., à la plaee de y (y), . . . . La relation d\f= o ou

(n) aS-1 a,/3^+ 30 — i)^~"^^^/^+ (^ — i)(n — a)aï-3 a;̂  = o

devant être satisfaite, les cinq termes de la première lime du dé-
terminant (10) peuvent s'écrire

3(s — 1)0^-2 a^a^-+- (s — ï){s — a)^-3 a3^, . ..,
3(^—I)aS- 2a^arf^-^-( /^—J)(^—2)aâ- 2a 3^.

(12)

De la relation (7°), on tire, par différentiation, en mul t ip l inn i
(¥ abord par a^~2,

/ ^p2a•Ï-2a^arf^-^- ^(s — i)^3 ̂ -^ îp^pa-^^a2^

= - ̂  (a^)2aS-2 ̂ -2 a£-i a^

-(/^-2)(a^)2aS-2^-3^a^
( 1 3 ) -(^-•î)(a6a)2^-365-2^^a•r2^2.

( - ̂ ::-î(^^)•2^-2^-2ai-3a^^

-+- (aboi)(aM)a^bï-^^^9.(n - î)^a^

-^(s- i)^a^|/^.

Sur le quatrième el sur le dernier terme du second membre.
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nous opérons par l'identité

( i 4 ) Pa^a^=(acÂ•)a^=[(aca)Â•.c4-(aaÂ:)^4-(acX•)a.r]c5-l.

II vient alors, en vertu de/== c^ == o,

/ 2 p-» a-S-2 a^ a,/̂  + p3 (^ — 2 ) a£-3 a^ •+• 2 p2 dp a£-2 a^

/ , r \ ^ s — 2 7 - » A / 2/l-t-^ — 6,, „( I ) ) , = — — ^ ^ — — — — ^ — — — k ^ "

[ -+-(2/^+5—5)^<î>w4-(.î—I)^'v^j,+Ac;)4-Brf(p,

en désignant par A, B des quantités qui ne contiennent plus les
symboles a, et en posant

^ = (^^(aca)^-3^-2^-1^--3,

(r^) ^ = (aboL)2(ac/c)aî~3bS-2cri~-ial.s^2,

^"'=(ab^) (a^XCTcÂ^CTÎ-3^-2^-1^-1 = 2R^,
où

^•^(^^(a^Xac^)^-3^-2^-!,
enfin

^iv= (ab^)(abk)(^ca)aï-3bî-2c5.-^s^2

== (aby.)[(aby.)(kca)-^- (abc)(y.ka)}c^

= —^-4- ^(a^c)[(a6a)c^—(aca)^](aÂ-«)n

= — (t»'7-^- l•(ahc)[(abc)^-}-{cbaL)ax](^ka)îî

= —(tïw+ -^(a6c)•2(aa^)a^-3^-2c5-2a•^- l,
2

car dans le troisième terme, qui devrait figurer au second membre,
les facteurs (c^a)(aÂ'a) peuvent être remplacés par

^[(c&a)(aÀ-a)—(a^a)(aÀ-c)—(caa)(aÂ-6) ]= '(^aXa/ra) = o.

Ainsi le second membre de ( i5) devient

i s ~ 'x j -î ̂  2 /l 4- 3 ̂  — 8 ,l ——— Â^.<ï> — ———————— ^î4>
- . 1 2 •t '1 x

{î^) . _

f -.-- (-^ /î + s — 5)^^'"-^ s—^-!- Â^v-i- B(& + B^ç,5 — î
2

^ l ô ' - ) 4»^= (^^^(aaÀ-)^-3^.-2^. laî-1 == SS,^.
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8. Pour achever réiimination des différentielles, il nous faut
encore étudier ^expression a5"3 a8

Les équations (3<^) et (y^'donnent

P'a?-3 aĵ  = (aaÂ:)(a6Â:)(ac/-)^-i 6$-! c^-i a^-3

= — ^^•(^a)2(acÂ:)aS-2^-2^-ia^-3

4- ^(aéa)(a6A:)(ac^)CTS-2^-2^-i a-^-2
-+-A/<p-^B'c?(p,

et, en appliquant, pour les deux premiers termes, encore l'iden-
tité (ï4)

p^-3a^== ̂ k^- \k^^ ^^4-^^+A^+B^
(16)

^y- |^+^v+^<^ A^ B^cp.

Multiplions maintenant Féquation (i5) par3^ -- i), et retran-

chons-en réquation(i6), multipliée par ̂ s - î){s - 2), en ajant

égard à l'expression (i5^) pour le second membre de (i5). Ainsi
nous trouvons la première des quantités (12) sous la forme sui-
vante

f 3^(s- i)a5r2 a^arf^+p3(.y_i)(^ ̂ )^^

==-3(^-l)p2^p^-2^^.A^-^^^ , ̂ -l)^-^)^,
* ^ r

(i7) 3, ,
~~ a^""1^71"^5"-3)^^

+^(^-I)(67l+2^I3)<Ï>WA:.,4-^(^-I)(2.-I)<î»v^.

D'une manière analogue, on est conduit à trois autres relations
qui résultent de (17), quand on y remplace le symbole a respecti-
vement par p, y, 5. Enfin, on peut mettre un symbole d (où
d^ = a^) à la place de a, pourvu que l'on mette simultanément n
à la place de s. Dans ce cas, se présentent au lieu de <Ï̂  ̂  <î>w 0v
les formes 7 ?

A' =(a^)2(acû?)a5-3&5-2^-i^-3^
^ = (abdy{ack)aï s 65-2^-1^-2^
A"^ (a^) (abk)(ack)aî-^bî-ïcî-^dî-^ = 2R///,
AV = (abc)^ad/.)an^bî-îcS^dî-f == A^r-r S S,//
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Or il est à remarquer que A/ s'annule identiquement et que A^
se réduit facilement à A'7. En effet, A' change de signe, si l'on
permute entre eux les symboles a et d. Quant à A^ nous permu-
tons les lettres b, d et faisons usage de l'identité

(abk)d^— (adk)b^== (abd)k^— (bdk)a^..

Il vient alors

^"= ^A'— î-(abd)(ac^)(bd/.)a5.-<ibfî.-2cï-idï-ti.

Au deuxième terme du second membre, nous pouvons rem-
placer, sans altérer sa valeur, les facteurs symboliques (ack){bdk'}
par

^ [(ack){hdk ) - (hrk » ( W/ •) -- {dck ){hak }\ = l ( a c d ) ( h k k ) == o.

îl s'ensuit

\"'= ^Â^ .A ' .

Pour la dernière des cinq quantités (12) nous avons donc, au
lieu de (17), cette relation plus simple

/ 3p3(7^—I)a;-2a^a^^4-p3(/^—I)(/^—2)CTS-3CT^
( 1 8 ) \ ,

( ==—3(7l—I)p2rfpa^-2a^---.(/^--l)(/^—î)^'rA•j.

8. Les équations précédentes, (17) et (18), nous servent à trans-
former les expressions (i 2), premiers éléments du déterminant (10)
après la substitution y = x 4- îdx + îd^x -\- d^x. D^abordnous
pouvons y omettre les termes

-3^_i)p2^p^-2a^., ..., -^(/î—Op^paS-2^;

car, en utilisant les trois dernières lignes du déterminant, ils peu-
vent s'écrire de façon qu'ils deviennent, d'après les calculs du n° 4,
proportionnels aux termes de la deuxième ligne. De même, nous
pouvons négliger, en vertu de/=== o et df= o, les termes qui con-
tiennent les facteurs y, rfy, etc.

De plus, nous pouvons y supprimer, en vertu de la relation
A"^ SR(/(, les termes dans lesquels figurent les expressions

^"^SR^, 11̂ = SR/^,, X^SR^, û^SR,^.

H faut seulement retrancher en même temps, de la dernière des
x. 3
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quantités ( 12), l'expression

^(s—i)(6n-^2s—i3)^"'^= -(s—i)(6n-^--2s—i3)^/^.

Enfin, ̂  étant égal à SS/y^ . .., on peut y supprimer les termes

î-^^s—^.k^ . . . , 5— I.(^—I)Qv^,

pourvu qu'on retranche, du second membre de (18), le produit

s-^(îS——ï)^kï—s———l-('ÎS—ï)^'rkî.

Ainsi, les éléments de la première ligne du déterminant en ques-
tion se présentent sous la forme suivante

^(s—ï)(s—-2)^f./cj;— -(s—i)(n-{- s—3)^.kj,,

^—i^—a^^—^—i^/z+^—S)^./^,

^ (s -i)(s - 2)X'.Â^ — ^ (s - i)(n - .ç - 3)X". kî,

l-(s—ï)(s—'i)Qf.^—3-(s—l)(n-}-s—3)^.^

-^(n-I)(^-2)+^(^-I)(3^4-25-7)jA / /.^.

Ici, nous avons désigné par W1^ X^, û" ce que devient ^// quand on
y remplace a respectivement par [B, y, S.

Le déterminant lui-même prend donc cette valeur

(i9) D-^-iX.-^A-^B,
•a -î

où nous avons posé
| <i^ W

('20') A =

R -—

^'

( c f\<b

?l

?2

'P?

(T ̂

( .Ç ï)^

?1

C?.2

'?3

^/

/ ç» T \W

\0 I^ ̂

•l'I

^

^3

aV

( s i)»r

^i
^•2

• ^

X'

(.Ç-I)X

/l
/2

7.3

crX"

r ^ - -)x
Zi
lï
/3-

Û'

( . 9 — — 1 ) ^ 2

(Ol

0)2

(0.3

CT^

r.^ r)î2
(Oi

(0-2

- (03

0

/i-4- %.ç— 3
3 A

.A
/.
.A

rA'
/? + 2 ,ç — 3

3 A

./i

.A
.A



cr == ( 5 — I)(/< -4- <! — 3),

1 / = ^ | . 0 — i ) ( ^ - — ^ ) — ( A - — i ) ( 3 / i - - ^—7,»]

(^0^) ' j 1
= 'J-r- ^ ( n — ï ) ( n — î } — - ( s — î ) ( s — 9 . )

= 7 -+- ;, ( n — s)( n -T- s — 3 ).

Il faut encore nous occuper de l'expression R pour en séparer un
facteur ko:.

9. De la dernière relation entre r et 7, on tire
/' n — s j r — '). s — 3
7 3(6- — 1 ) 3 ( .S- —— 1 )

Par conséquent, i l vient, à l'aide de ( iS^) ,

(r /^a)2 [ab^ (ah^ (ab^ '-{abd}1

B = 7(.ç- - ï )
W W (^2 ̂  ^eW î ^ ,̂,,

aia^

^2 ̂ r
?l?.r

?2?..

?3?,

<7i dy
dï dx
dî dy^3 ̂ .r

men fa i san t ^ =/'; == d^ =-/(.r) el

(^) TI - ̂  3 ̂ -3 e1!, 3/^-3 c^1 ̂ . 2 a^-2 3^^^ 2 ̂ -2

Cette expression sera transformée par J identité

( ack} e,y == ( a c e } /i.r — ( aek ) Cy — ( eck ) a,r.

Alors on obtient une somme de trois termes. Du premier se trouve
séparé le facteur k^ ; le deuxième contient le facteur c^ et s'évanouit
par conséquent; le troisième est égal, au signe près, à B, comme on
le reconnaît aisément, en permutant entre elles les lettres a, e et
b, f. Par suite, le premier terme de cette somme devient égal au
double de la valeur de B, de sorte que

( î i ) B = Â \

(ab^ (ab^)2 (ab^ (0^8)2 - (abd^

^_i) (efay (ef^ (efyy (ef^ ^(efdy
{ace )byf^ï[

ai a y

a 2 a .̂

^ a.r

Q. Q,
pip^-

?-2?^

?3P..'

Ol Ô^

82 8^
O30.r

d^dx
d.^

d^d^
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La substitution des valeurs (20) et (21) dans (19) conduit au

théorème suivant, dont la démonstration était le but principal de
nos recherches, savoir :

Les points où une courbe algébrique d'ordre, n, f(x) == o,
est touchée par une courbe d'ordre s du système linéaire

(p(.y) 4- v.^{x) -}- X^(a?) -t- p.to(a-) = o,

suivant un contact du troisième ordre, sont ses points d'inter-
section avec la courbe

<22) ( 5 — l ) ( . ? — 2 ) A — 3 B o = 0 ,

BoÂ.c étant égal à B, et A, B étant définis par les équations
(20) et (21), dans lesquelles r, <T sont donnés par (20^), II par
(20^), ^ par (i^) et W, X', Q'par des formations analogues,
et où Von a posé

?«)=al, ^{x)^^, XO)^^ ^(^)=^r

f(x) = aS == bî = cî = ̂  = eï =f^

La courbe (22) est de l'ordre

40 - 3) 4- in — 3 + 4(^ - 2) -+- 6 ̂  4 \s 4- 3 (n — 3)1 ,

ce qui concorde avec une proposition générale que nous avions
obtenue, par voie récurrente, dans notre édition des Leçons de
Clebsch (1).

IV- — Sur la loi de réciprocité de M. BRILL.

10. Remarquons la forme sous laquelle se présente, dans (10-
l'équation d'une courbe qui fait partie du système linéaire proposé
et qui touche la courbe /== o, à un point donné x^ par [ 'AI contact
du deuxième ordre. Cette équation peut s'écrire (en coordorrjéeay/)

(23) ^(j)DJ.r)-4-^(j)D^(y)+^(j)D^(^)4-ù)(y)D,(^)=o,

( 1 ) Loc. cit.. t. [, p. 7,35; t. ÎÏI de la traduction de M. Renoist, p. <).
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pourvu que Dy(.c)== o soit la courbe qui détermine par ses in-
tersections avec/== o les points où celle-ci touche une courbe du
système

+(y)-+-^x(y)+ ^^(y)=o

par un contact du second ordre, etc.
Par là se trouve vérifiée, pour le cas actuel, la loi générale de

réciprocité, due à M. Brill, et concernant d'une part les courbes
^fi= o d'un système linéaire y fois infini et, d' autre part, les courbes
^i= o qui déterminent dans un système partiel ( y — i ) fois infini,
contenu dans le premier système, les courbes touchant/^ o par
un contact d'ordre y — i. En effet, on sait ( { ) que la forme de
l'équation (a3) reste la même pour le cas général, de sorte que

(24) ?o(j) ^o(^) + <pi(y) <t»i(.r) +.. .-4- c^(y) ̂ (x) = o

est, en variables y, l'équation d'une courbe qui touche /'== o au
point .c, par un contact d'ordre y — i ; et j'ai démontré que cette
équation donne précisément le contenu de la loi que M. Brill
avait obtenue d'une autre manière (2).

Une remarque analogue a lieu à l'égard d'un système quatre fois
infini

(a5) ?(-^)+ x^(.r) -+- XyJ.y) -h {jno(^) -4- >^(x) == o.

Du résultat obtenu au n° 9, on déduit immédiatement que la
courbe du système (a5) qui touche f = o au point xpar un con-
tact du troisième ordre est représentée, en variables y , par
Inéquation

(^\ ( 5 — ^ ) ï ) — 3 ( ^ - + - 5 — 3 ) Q = = o ,

( 1 ) Op, cit., p. 472; t. II, p. i85 dans la traduction de M. Benoist.
(") Mathematische Annalen, t. IV, p. 327; 1871. Cette loi peut aussi être dé-

montrée par l'application des intégrales abéliennes et des fonctions 9 ; voir mon Mé-
moire Ueber eine Verallgemeinerung des Jacobi'schen Umkehrprobîems der
Abeischen Intégrale {Berichte der naturforschenden Geselischaft zu Freibur^
i. Br., Bd. VII) .
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où, si.^0) ^£;^

Q

yCr) +(7) x(7) ^(y) ^(y) o
'̂ ^ x' Q.' e' o

/l -4- ^s—3
<Ï* Xy

^1

P =-- 3(5—i)

/i
/2

/3

cpi 4/1 ^i (DI ^1
^2 ^2 X2 t^2 ^2

?3 ^3 X3 ^â ^3

?(y) ^(y) x(7) to(y) ^(y) o
(^a)2 (ab^y {ab^ (a6S)2 (a6s)2 ^--^-"^(^^

3(5-1)

^ 4 - 2 5 — 3

3(^ -1)
6^1 dx
d^dx
d^dx

(q/a)2 (^/P)2 (^)2 (^8)2 (^)2 {efd^ \(ace')

aia^ Pip^ YiYa. Si§^ si ̂
^•î^x ^î^x ^{2^x ^î^x ^^

^^X ^X 73 T^ ^38^ £3S^

X (^^)/^-3(^/a•^)/^-2cS-l(aa:?^^^^)5-2•

La loi de réciprocité nous permet de plus dénoncer, à l'égard
de Impression D dans (19) ou du premier membre de (22), la pro
position suivante,

Désignons par <Ï>°, W°, X0, û0 les quantités qui multiplient, dans
(10), respectivement les fonctions y(y), ^{y)i x(j')^ ^(y)? de

sorte que, par exemple,

rh
' ^ 3(5-,)

?i
?2

^

W

^
«h
+3

Y

Xi
X2

X3

n+ •25 —

/<
/2

/3

-^

Si l'on remplace dans û° les courbes cp, ^, y par (I>°, ^F0, X0, on
obtient une noavelle expression co°, savoir

, , n 4- 2ï — 3 j
î '1' x -377=77-^ 1

^o^_(-c_i) <i'; V} Xî /,

*§ ^S X§ /2

*§ Vg Xg /,
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où T == 3 ( n -}- s — 3 ), et en faisant «Ï>° == <î>^, . . . .

^'= (<î>a6)2^-2aS-26S-2, ^^(Wa^^yir'aS-2^-2,

X'=X(a6)2Xr2ar2^-^ ^° = ̂ Ï-2^, ....

T^/i vertu de f= o, la fonction co° doit être, à un facteur
numérique près, égale à to (x) multiplié par la deuxième puis-
sance de l'expression (s—\)(s—2)A—3Bo, qui figure au
premier membre de (i^).

H. A l'occasion de certaines recherches sur la théorie des cor-
respondances, nous avons été conduit à considérer une courbe
M === o (* ), dont les intersections avecy== o jouissent de cette pro»
priété qu'une courbe d'un système linéaire y fois infini y a un
point double tel que l'une de ses deux branches y touche la courbe
/==o par un contact d'ordre y — 2. L'équation de cette courbe
s^obtientsi l'on pose, dans l'équation (a4), x =y et si l'on sépare
du résultat un facteur/, de sorte que

(^(.y)^^)-^- ̂ (^^(.r)-^. . .-h ̂ (x)^(x) = M./.

Pour les cas les plus simples, nous sommes maintenant à même
d'indiquer la formation analytique de ce facteur M.

Pour y == 2, on sait que la courbe M == o est la jacobîenne du
réseau proposé.

Pour y ==3, il faut partir de l'équation (10). La substitution
y = x faite, on peut aisément transformer le déterminant de façon
que les éléments de la première ligne horizontale prennent les
valeurs

o, o, o, o, "/(^)-

La courbe d'ordre 2 /14-4^ — 7,

4> W X Q
?i +i 7J î
^2 ^2 7.Î ^t

?3 ^3 Xi» ^

( '} Op. cit., p. •;3^; t. Ht, p. 97 dans la traduction de M. Uenoist.
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détermine donc sur f'= o les points où une courbe du système

îp(.r)-l-x^(.z-)+ X^(;r)-i- \^w(x) = o

a un point double tel que l'une de ses branches y touche la
courbe f= o par un contact du premier ordre.

Pour y == 4î les déterminants P et Q, qui figurent au premier
membre de (26), se transforment d^une manière analogue quand on
a faity == x. Les points de f= o, où une courbe du système (23 )
a un point double tel que l'une de ses branches y touche la
courbe f = opar un contact du deuxième ordre, sont les inter-
sections de /*=== o avec la courbe

( ^ — < 2 ) R — - ( / ^ 4 - 5 - — 3 ) S = = o ,

en posant

e _

<î/ \Y' X' iî' 0'
<î> W X Û 0

R = c?! ^1 /l ^1 ^2

^2 ^2 7,2 <^2 ^2

^?3 ^3 7.3 ^3 ^3

(a^a)^ (ab^ (ab^y (ab^)2 {ab.y
(ef^ (ef^ (ef^y (ef^ (ef^
^ï^x PlP.r TiTa: ^1 ̂  £l£^

^a^ P2P.r T2T.C ^2^ £2^

«3^ Papa: Ï3Y^ 53^ £36^

X (a^),^-3(^/^-^--i (a^^Y^^e^y-2

(ace)


