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Sur un triangle dont les côtés sont exprimés par des nombres
entiers, premiers entre eux, et dans lequel le rapport de
deux angles est un nombre entier ; par M. WEILL.

(Séance du 3 février 1882.)

Soit un triangle ABC, dans lequel B est égal à (n 4- i) fois l'an-
gle A, désignons par a,^\, ^+o c,̂  ses côtés; si nous menons

une droite BD faisant avec BA un angle égal à A^ le triangle BDE,

formé en menant DE parallèle à AB, aura un angle DBE qui vau-

dra n fois l'angle ÈDB; si l'on désigne par a,^ b,^ Cn les côtés de
ce nouveau triangle, et par \ le rapport des côtés du triangle CDE
au triangle CAB auquel il est semblable, on trouve facilement les
formules suivantes :

an = a/,+i(i-h- A),
bn == c/î+iÂ,

Cn == bn^-iÇî-^- A),

A ^
b^ + c/î — a2,

La dernière formule s'obtient en calculant la longueur de DE,
bissectrice de l'angle D, dans le triangle CDB.

Ceci posé, si a^ bn, Cn représentent des nombres entiers, les
formules précédentes donnent pour <7,^, b,^\ et Cn^^ des valeurs
commensurables, qui sont

, anW-^-c^-a^
n+ï ~ ———c^—a-2——— 'c/!, ^fl

c^^-^cg- a?, )
°n+ï == —————^————5———— i

_ b^W^-c^-q^)
Cn^ - ——————^————— .

Nous supposons b^ Cn et On premiers entre eux et nous voulons
trouver pour b^\, a,/+,, Cn+\ des nombres entiers premiers entre
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eux; d'après cela, nous pouvons déjà adopter les valeurs en-
tières

«w-n = Cnbn,
(l) bn^-i = Cnbn,

1 Cn+i = C,î — a,2.

Or un calcul direct, très facile, donne les formules qui con-
viennent à n == 2 et à n = 3, et l'on trouve, en désignant par q
et p deux nombres entiers premiers entre eux,

02 = y2, 03 == y3,
b^==qp, &3==c2^r,

Ça =pî—qî.

Admettons la généralité de la loi, c'est-à-dire supposons que
l'on ait

ûWi == qnq^

bn+t == C/t^?
/>2 /yî__ Cn ~ ̂

^/t-H — ——————— •-̂1

Ces formules ne sont autres que les formules (i), après que l'on

a divisé les seconds membres par le nombre entier -n == Cn-\ \

elles représenteront des nombres entiers premiers entre eux,
pourvu que l'expression de Cn^.\ représente un nombre entier, et
que les deux nombres bn et (&^—a^ ) ne puissent avoir d'autre

facteur commun que -n; ce dernier point est évident, car les quo-

tients de bu et de (c^ — a^) par -n ne pourraient avoir de facteur

premier commum qu'un facteur premier de q , qui diviserait
c^—a^, et, par suite, diviserait à la fois Cn-, cin et b,^ puisque a.n
et bp sont multiples de q.

Reste à prouver que l'expression de Ca^-\ représente un nombre
entier. Pour cela, partons d'un iriangle isoscèle ayant pour côtés

q et p , et dont y est l'angle à la base, on aura cosy == -/0 ; si cet

angle y appartient à tous les triangles dont nous parlons, et y
est opposé au côté a, on aura

Ct'n-\ __ bn-\ __ Cn -\
sincp s i n ( / i — i ) c ^ s in / î îo
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Or on a
sin 7i (& ( 7l _- 2')
———I === a71-1 COS»-1 CS — 2»-3 -—————^ COS»-3 Ç 4- . . .,sin y * i T f

c'est-à-dire
^=l=^-i_£__
a^-i 2"-1 y»-1

Donc, si l'on prend pour a,,_< le nombre entier Ç""1, l'expres-
sion correspondante de Cn-\ sera un nombre entier. Donc enfin,
les fbrmales générales qui résolvent la question, en nombres en-
tiers premiers entre eux, sont

an = qnî
bn = Cn-iq,

^=cît-l^î't~î=p'--n-^p^^(n-^-3)p^^....
On a, d'ailleurs, q <^ p <^ 2 y.
L'analyse précédente prouve que les seules solutions de la ques-

tion, en nombres entiers premiers entre eux, sont celles dans les-
quelles an est la /i161"® puissance d'un nombre entier; elle démontre
en outre que, si l'on considère la suite,

ai = q, as = ç2, 03 == ç3,

b\ == y, 62 = qp, ^3 = qCî,

d === p, c 2 = J 0 2 — y 2 , ca=^——q-',
c!

«/t = ̂ /l,

bn = yc,,-i,

^ _ c^-q^ î
cn-———^——?

les quantités c^ divisent algébriquement les quantités

(^-n-^4-2).

Parmi les triangles répondant à la question, il en existe dans les-
quels les nombres entiers qui représentent les trois côtés sont con-
sécutifs.

Lorsque l'un des angles doit être double de l'autre, on trouve
facilement que le seul triangle est celui dont les côtés sont re-
présentés par les nombres 4? 5, 6. D'après cela, soit un triangle
général, dans lequel les côtés soient représentés par trois entiers
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consécutifs; une première hypothèse à examiner est la suivante :

an = ̂ ,

b^ == c^q == ^-4-1,
^-i — y271-2

C^ == ——————^——— = ̂  4_ ^
^-2 1

On en déduit
^(^-4-2)<^_2 ==2^-4-1,

et n est au moins égal à 3, car nous avons parlé du cas de n = i
et n == 2 : donc c,̂  existe et est au moins égal à i ; l'égalité pré-
cédente est alors impossible, à moins de faire q = i, ce qui ne
donne pas de véritable triangle. Reste à examiner la deuxième
hypothèse,

On == y^,

b11 =-- qn _^_ ̂

Cn =-= (/n +1;

on en tire c^ == ̂ , ce qui exige q •==. 2 et c,,̂  = i ; cette dernière

relation exige n =-= 2, car, si ^ était supérieur à 9, c,,_2 serait plus
grand que i; cela est impossible, parce que si n est, par exemple,
égal à 3, c, serait égal à i, et a, et b, seraient supérieurs à <^.

Donc, enfin, le seul triangle dont les côtés soient représentés
par 3 entiers consécutifs, et dans lequel le rapport de deux angles
est un nombre entier, est celui qui a un angle double d'un autre,
et dont les côtés sont représentés par les nombre 4, 5, 6. Dans le
cas général, il faut remarquer que Cn doit as-oir une valeur posi-
tive; il faut donc que l'on ait

Cn-i >qn-i.

Si donc on a choisi pour q un nombre entier quelconque, il faut
prendre pour/? un nombre entier premier avec q, plus petit que
iq et, en outre, plus grand que mq, m étant un nombre qui dé-
pend de la valeur de n que l'on considère. Nous donnons les for-
mules relatives à n == 2, 3, 4, 5,

a2=<7 2 , b^-=qp, c ^ ^ p ^ — q ^ ,
03=<73, b^q(pï—q^\ c^p(p^—^q^

a,=q'^ b,=qp(p^-^q^ ^ ̂  (p^-pq - ̂ )(^- q-^-pq\

«o=r. b.=(J(PÎ-Pq-qï)(pî-qî-^pq\ c,= p(p^ — q-)( p- _ 3^2).


