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Sur une propriété relative a deux systémes matériels, com-
posés d’un méme nombre de points ayant des masses égales
chacune a chacune; par M. Fouret.

( Séance du 1 décembre 1882.)

1. Imaginons dans I'espace deux systémes, composés chacun
de n points et comprenant : l'un les points A, A,, ..., A,, autre
les points A, A, ..., A,. Supposons, en outre, que les points
correspondants des deux systémes soient doués de la méme masse,
et désignons les masses respectives des n points de chaque systéme
par my, mq, ..., m, ('). Rapportons séparément les deux groupes
de points a deux systémes d’axes de coordonnées rectangulaires Oz,
0y, Oz et O's', O'y/, O'7, paralléles entre eux et ayant pour ori-
gines respectives les centres de gravité des deux systémes.

Soient, d’une maniére générale, x;, ¥i, 5; les coordonnées, par
rapport 3 Oz, Oy, Oz, du point A;; z}, ¥}, 5; les coordonnées,

(') Dans cc qui va suivre, et tant que nous resterons sur le terrain de la Géo-
métrie, nous pourrons, pour plus de' généralité, supposer que m,, m,, ..., m,
soient des cocfficients, les uns positifs, les autres négatifs; mais leur somme sera
toujours supposée différente de zéro. :
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par rapport & O'z’, O’y’, O'z' du point Aj. Soient enfin, par rap-
port & un troisi¢me systéme d'axes QE, @4, QY, respectivement
paralléles 4 ceux des deux premiers, a, b, ¢ les coordonnées du
point O; @', ¥, ¢ les coordonnées du point O'.

Les coordonnées respectives des points A; et A}, par rapport au
systétme (QE, Qn, Q¥), sont évidemment a + z;, b 4y, ¢+ 3,
a + zi, b+ y;, ¢ + 5, et 'on a par suite

AiAR=(a+2i— & — P+ (b+yi — b —yi) +(c+ 5 — ¢ — &),
ce qui peut s'écrire
A, = (a— a2 (b— b Yt (¢ — ¢ V2o (@ — )2

(1) 5 +(Yi—yir+(si— s 2+2(a—a)z;+2(0—0)y
' +2(c—c)zi—a(a—a)z;—2(b—0b)y; —a(c ')z

Mais on a
(2) (a—ay+(b—bP+(c—cp =00,
——2
(3) (@ — 22+ (yi —yi) + (58— 2;)* = BB},

en désignant par B; et B; ce quedeviennent respectivement lesdeux
points A;, A}, lorsqu’on transporteles deux systémes (A,, A, ..., A,),
(A, A, ..., A)) parallélement 2 eux-mémes, de maniére a faire
coincider leurs centres de gravité. '

On a d’ailleurs, puisque les points O et O’ sont les centres de
gravité respectifs des deux systémes,

Imiz;=o0, Im;y;=0, EZm;3 =o,;

Emiz; =0, Smyy;=o0, Em;z;=o.

En tenant compte des relations (2), (3) et (4), ajoutons membre
a membre les n relations, déduites de (1), en faisant ¢ successive-
ment égalar, 2, ..., r, aprés en avoir multiplié les deux membres
respectivement par m,, ma, ..., M,; nous obtenons

—2 JEE—'Y JE—

(5) Em;AiA; =M.O0 +Zm,~B,~B} y
M n’étant autre chose que Imy;, c'est-d-dire la masse totale de
chaque systéme.
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Ce résultat, qui nous a paru nouveau, peuf s’énoncer de la ma-
niére suivante :

Tutorime. — Ktant donnés deux systémes matériels com-
posés d’un méme nombre de points ayant chacun & chacun les
mémes masses, la somme des produits obtenus en multipliant le
carré de la distance de deux points homologues des deux sys-
témes par la masse commune de ces points est égale au pro-
duit obtenu en multipliant le carré de la distance des centres
de gravité des deux systémes par la masse commune de ces
systémes, augmentée de la somme des produits obtenus en mul-
tipliant par la masse commune de deux points homologues le
carré de la nouvelle .distance de ces deux points, aprés que les
deuz systémes ont été transportés parallélement & eux-mémes,
de maniére a faire coincider leurs centres de gravité.

De ce théoréme résulte immédiatement le corollaire suivant :

Etant donnés deux systémes matériels composés d’un méme
nombre de points ayant chacun & chacun les mémes masses, la
somme des produits obtenus en multipliant le carré de la dis-
tance de deux points homologues des deux systémes par la
masse commune de ces points reste constante : 1° lorsque ces
deux systémes se déplacent parallélement & eux-mémes Uun.
par rapport a Uautre, de maniére que la distance de leurs
centres de gravité reste invariable; 2° lorsque ces deux systémes
tournent d’un méme angle et dans le méme sens autour d’azxes
paralléles passant par leurs centres de gravité respectifs.

2. Du théoréme trés général que nous avons démontré plus
haut, il est facile de déduire d’autres théorémes, bien connus d’ail-
leurs, qui sont d’un usage fréquent en Mécanique.

On peut supposer que deux ou plusieurs points de 'un quel-
conque des systémes viennent a coincider : le théoréme subsiste,
pourvu qu’'au point unique résultant de cette coincidence se trou-
vent concentrées les masses des divers points superposés.

Si, en particulier, on suppose que les n points du systeme
(A, Ay, ..., A,) viennent & coincider en O', centre de gravité de
ce systéme, la distance A;A devient O'A;, B;B; devient égale
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a OA;, et la relation®(5) peut s’écrire

2

(6) Sm;OA; = M.OO" + Zm; 04, .

On retrouve ainsi le théoréme suivant, que I’'on rencontre sou-
vent dans les Traités de Géométrie ou de Mécanique :

E'tant donné un systéme de points matériels, la somme des
produits obtenus en multipliant la masse de chaque point par
le carré de sa distance a un point fixe donné est égale a la
somme des produits obtenus en multipliant la masse de chaque
point par le carré de sa distance au centre de gravité du sys-
téme, augmentée du produit de la masse totale du systéme par
le carré de la distance de son centre de gravité au point fixe
donné.

3. Considérons maintenant un systéme de points matériels
(A, As, ..., Ay) et un axe quelconque (D). Sur cet axe, proje-
tons orthogonalement les points A,, A,, ..., A, respectivement
en Al A, ..., A,. On sait que le centre de gravité O du systéme
(Ay, Ay, ..., A,) se projette sur (D) au centre de gravité O du
systtme (A, A}, ..., A}), a condition que chacun des points du
second systéme soit considéré comme ayant la méme masse que le
point du premier dont il est la projection. Il résulte de 13 que la
relation 5) s’applique aux deux systémes ainsi définis. Mais,

c 1, . -2 « . . .
dans le cas considéré, Tm;A;A; a une signification bien connue :
¢’est le moment d’inertie du systéme (A, As, ..., A,) par rapport

a (D). Pareillement, Em,-—];,-_B;z n’est autre chose que le moment
d’inertie du systéme par rapport a 'axe (D) transporté paralléle-
ment 3 lui-méme au centre de gravité O.

On retrouve ainsi cette propriété fondamentale des moments
d’inertie, consistant en ce que le moment d’inertie d’un systéme
matériel par rapport ¢ un axe quelconque est égal au moment
d’inertie du méme systéme par rapport a un axe paralléle au
premier et passant par son centre de gravité, augmenté du pro-
duit de la masse totale du systéme par le carré de la distance
des deux axes.

4. Nous venons de déduire de notre théoréme général deux
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théorémes qui concernent : 'un le moment d’'inertie d’un systéme
par rapport & un axe, et I'autre ce qu’on pourrait appeler le mo-
ment d’inertie d’un systéine par rapport a un point. Nous allens,
d’une maniére semblable, établir un troisiéme théoréme relatif a
ce qu'on pourrait appeler le moment d’inertie d’'un systéme de
points matériels par rapport 4 un plan.

A cet effet, considérons un systéme (A4, A,,..., A,) et un plan
quelconque (P). Soient A, A}, ..., A} les projections sur lc
plan (P)des points A, A,,...,A,. On sait que le centre de gra-
vit¢ O du systéme (A,,A,,...,A,;) a pour projection sur le
plan (P) le centre de gravité O’ du systéme (A}, A}, ..., A),
chacun des points du second systéme étant considéré comme ayant
méme masse que le point du premier dont il est la projection. La
relation (5) est par suite applicable aux deux systémes considérés,
et 'on peut énoncer le théoréme suivant :

Etant donné un systéme de points matériels, la somme des
produits obtenus en multipliant la masse de chaque point par le
carré de sa distance (') @ un plan fixe donné est égale a la
somme des produits obtenus en multipliant la masse de chaque
point par le carré de sa distance & un plan paralléle au plan
donné et passant par le centre de gravité du systéme, augmen-
tée du produit de la masse totale du systéme par le carré de la
distance de son centre de gravité au plan donné.

5. Le théoréme démontré au commencement de cette Note
conduit encore trés simplement 4 un théoréme bien connu sur la
force vive d'un systéme matériel.

Supposons que A A, A, A, ..., A, A, représentent, en grandeur,
direction €t sens, les déplacements linéaires simultanés des divers
points A, A,,..., A, d'un systéme matériel. 1l est clair que OO’
représente en grandeur, direction et sens, le déplacement corres-
pondant du centre de gravité du systéme.

Nous pouvons appliquer la relation (5) aux deux systémes
(A, Ay oo, Ay), (ALA, ..., A)). Mais les segments, tels que
B;B;, ont alors une signification trés simple; ils sont égaux aux

(') Les distances dont il est ici question peuvent étre, pour plus de généralité,
comptées parallélement & une méme direction fixe quelconque.
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déplacements subis, dans l'intervalle de temps considéré, par les
points du systéme (A, Ay, ..., A,), relativement 2 un systéme
de comparaison animé d’un mouvement de translation identique
au mouvement du centre de gravité O. En divisant les déplace-
ments simultanés par ’élément de temps, supposé infiniment petit,
pendant lequel ils s’effectuent, on conclut de (5) la relation

(7) Smiv} = MVi+ Zmu},

dans laquelle ¢; est la vitesse absolue de A;, u; la vitesse relative
du méme point par rapport au systéme de comparaison défini plus
haut, et V la vitesse du centre de gravité du systéme.

Ainsi se trouve démontré le théoréme suivant qui joue, comme
on le sait, un réle important en Mécanique :

A un instant quelconque, la somme des forces vives d’un
systéme matériel est égale a celle qu’aurait sa masse entiére
condensée en son centre de gravité, augmentée de la somme des
Sforces vives du systéme dans son mouvement relatif par rapport
a ce centre de gravité.

6. Revenons maintenant a la Géométrie. En remarquant que
I'on a, dans la figure définie au début de cette Note,

BB, = OA; + O'A} —2.0A; .O'A} . cos(OA,, O'A}),
on peut écrire la relation (5) de la maniére suivante :
; —_ — ——2
{ =miA/A] =M.00" + =m; OA;

(8) -
( +Zm; O’A}z—- 22m;0A;.0'Ajcos(0A;,0'A)).

Si 'on suppose que les points des deux systémes soient situés res-
pectivement sur deux droites (D) et (D’), la derniére relation
devient

(9) s Zm,'A,'Af: M.b—o—;’—l- Zmimz
9
[ + IZm; OA” — 2(E2m;0A;0'A)) cos(D, D');

et, dans le cas ou les droites (D) et (D’) sont rectangulaires, elle
se réduit &

(10) SmiAiAY = W.00" + S OA; + Sm; O'A}

F e TLmma T omy
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En variant et particularisant les donuées, on déduirait facile-
ment de ces relations divers théorémes de Géométrie que nous
n’énoncerons pas ici. Nous nous contenterons d’en conclure,
comme exemple, une propriété connue du quadrilatére.

Soit abed un quadrilatére quelconque, plan ou gauche. Dési-
gnons par § I'angle des deux directions ab et cd, et considérons
deux systémes matériels composés I'un des points a et b, 'autre
des points ¢ et d correspondant respectivement da et 4 b. Si l'on
suppose les masses des quatre points égales & 'unité, les centres
de gravité des deux systémes seront les points milieux p et ¢ de
ab et de cd, et, en appliquant la relation (g), on aura

—2 3 — — —
(11) ac +bd =2pq +2pa +2gc — 4pa.qccosf.

Associons maintenant respectivement les points @ et b du pre-
mier systéme aux points d et ¢ du second ; nous aurons, en appli-
quant de nouveau la relation (g), et observant que les directions ab
et dc font entre elles 'angle © — 0 :

—2 —2 —2 —2 —
(12) ad + bc =2pg +2pa +29c + fpa.qccosh.
En ajoutant membre & membre les relations (11) et (12), nous

obtenons la relation bien connue
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