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Sur la racine carrée des nombres; par M. WEeiLL.

(Séance du 16 juin 1886.)

Soit I'équation #2 — n = o, n étant un nombre positif et @ un

nombre plus grand que \/I_Z Le nombre a,, donné par la relation

at+n
ay =
2a

2

approche plus de \/n que a, et dans le méme sens ; de méme pour
at+n

a, = - Cherchons I'expression de a,. Posons

ay = a+ nb?, by = 2ab,
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d’ou
ar+~biyn=C(a-+0b vVn),
ay+ by yn = (dl—k- biv/n) =(a+10b ‘/;;)"n,

ap+bpyn = .<“ +b )"
Posant 27 = A, il vient

a"+Czn.ah '2—+—C‘n?a’l L
a, — h 3
= - -
Chah=1 4+ Cln.ah—3+...

Lorsque /1 augmente indéfiniment, les nombres tels que @, vont
en décroissant constamment et tendent vers la limite \/;.
Considérons, d’autre part, la substitution itérative

_a+3an
T 3ar+n’
ou a est un nombre positil plus petit que y/n. En effectuant cette
substitution p fois de suite, on aura une suite de nombres crois-
sants, inférieurs & \/n, et ayant pour limite \/n; I'expression de a,,
est, en posant 37 = h, identique a ’expression posée plus haut:
il en résulte que, A croissant indéfiniment, la limite de a, est \/n,
quel que soit le nombre @ d’oui I'on est parti.

n
En posant 5 = ‘/71— , on trouve

Q2 32 C‘ 13 — — 1 z
-+ 3% 4 3% —+... 1+ 2 -+ (1 3
1 h o v/"’ \/Il( ) ( )

aAp = - ——)
b Cha+Chzd+... (I+5)r—(1—z)h

et cette expression confirme le résultat trouvé.

Revenant a la premiére substitution et posant

a =\i yn.
alz)\,iy/;,
il vient
e
-—)\ .:l M
1 2)\ ’

XIv. 9
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par suite, en faisant A = tanga, A, = tanga,, on a
™
Ay = 2%+ —»
2

T
12=41+R+;7

T
ap= a.2P +3 (2P —1),

d’ol une nouvelle expression de a,.

Si I’'on suppose, dans les résultats précédents, que a et n dési-
gnent des nombres entiers, on voit que I'on obtient des valeurs
approchées de \/n, les unes par excés, les autres par défaut, expri-
mées par le quotient de deux nombres entiers. On arrive a un ré-
sultat analogue en partant d’une autre expression de valeurs
approchées. Soient a et b deux nombres positifs, @ < b, et com-
prenant \/7; soit
b=k,

a+b
et effectuons p fois de suite cette substitution, nous aurons une
suile de nombres qui auront pour limites /. Posons

o 1—a 1=y
= n|+a’ bi_‘/nl—i—xg’
d’ou
ry = a a_J.’_‘,
a+yn
2
e e  C A
a+yn a+yn
_ P
(8
a—+ya
b a
d’ou, en posant — = X\, —— =
P TR

b _‘/;L(1+1)(y+l)”+()\—l)(!*—l)"_
PEYT A+ (p+0p— (A —1)(p—1)?
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Telle est 'expression de b, en fonction rationnelle de « et b, et

qui tend vers \/;l pour p infini. On peut encore ici introduire les
fonctions trigonométriques, en posant

b=izyn, = b =1izyn, a=—;‘/n;

d’ou
_B+s
T1—Bs’

Z1

et, en faisant ﬁ;tangw, z =tang9p, 3, = tang¢p,, on en con-
clut
Pn=nw-+ 9.



