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Sur la valeur du reste des formules d’approximation
pour le calcul des intégrales définies; par M. J. Dervuyts.

(Séance du 3 novembre 1886.)

M. Mansion a fait connaitre récemment l'expression du reste
dans la formule de quadrature de Gauss ('). Je me propose d’in-
diquer, dans cette Note, un résultat plus général pour les formules
d’approximation des intégrales définies.

L’emploi des fonctions interpolaires rapproche I'analyse sui-
vante de celle qui a été exposée par le savant Professeur de I'Uni-
versité de Gand.

(*) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1* semestre 1886, p. 412¢
Bulletin de IAcadeémie de Belgique (avril 1886).
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I. Je désignerai par ¢(z) une fonction réguliére entre les limites
réelles aetb, (a << b), et par ay, ag, ..., o,; By, Ba, . .., Bpdeux
groupes de quantités distinctes comprises entre a et b; soient

P(z)=M(z—=), p(z)=0(z—p).

La fonction interpolaire de ¢(z) par rapport aux quantités o,
Aay «« vy %y Biy By o .., Br est représentée par

n [?(ai)—cp(w) o (B — ?(w)]

¢:2 oa;— S,‘—.’z‘
i=1

Pla)p() © P(B)PE)
D’aprés un théoréme de Cauchy ('), on a

Y= '—;—’2‘; 922(%),

1.2.
€ étant compris entre la plus grande et la plus petite des quantités
Ty %y Oy, ...y, Gp; Biy Bzy ey (Bn.-

La démonstration de ce théoréme suppose les quantités «,, a,, . . .,
%23 B1, B2y -+ -, B distinctes entre elles. Pour ce qui suit, il est
nécessaire de connaitre la valeur de ¢ quand on fait o;= B;.

Je prendrai d’abord 8;= a;+ 0 : la quantité ¢ devient alors

. ¢(a) — o (@) 9<a[+e>—?(w)]
I a— a4+ 00—

(I) 7.(071') =2P'(1i)[ P(d,—e) -+ ])(at+0)

i=1

En posant

_ 9(2) — (=)
Fla)= " ——
on a encore

N _ 1 F(a)P(a+0)+F(a+0)P(a—0)
/-(0’”)‘2?'(4) P(a—0)P(ar0)

_2  02[aF (a) P'(a) — 2F'() P(®)] + 03 [F P"— F'P'] +-...
P(%) _ez.gp'ﬂ(a)+%[—4P'(a)P'"(a)+ 3P"2(a)] +...

Au moyen de la derniére formule, on voit que (0, x) est une

(') OEuvres de Cauchy, t. V, p. fog.
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quantité finic; de plus, pour les valeurs de 8 voisines de zéro,
7.(8, z) varie d'une maniére continue. On peut donc trouver une
quantité ¢ infiniment petite, telle que ’on ait

y(o,z) = x(e, )+ ki

L0 &)= x{& 1.2.3...20°
7, étant une quantité infiniment petite ou nulle (*).

D’apreés la formule de Cauchy, on a

” _ 922 (%)
1(s @) = 1.2.3...220
et, par suite,
2 n2n(k
(2) 7.(0:“'): ¢ (L) + 7 _ ¢ (%)

1.2.3...2n  1.2.3...2n

s1 'on désigne par § une quantité comprise entre les mémes limites
que §.

On voit par la que le théoréme de Cauchy est applicable a la
fonction interpolaire relative aux quantités a; ct 3; quand on fait

o= B

II. Soit f(x) une fonction finie continue et différente de zéro
‘entre les limites a, b; la valeur de I'intégrale

b
1:f f(@)o(z)dx

peut étre représentée approximativement par
n
Wl N
I:=2Ai?(1i)-
i=1

Dans cette formule, les coefficients A; sont indépendants de la
forme de o(x) : ils sont déterminés par cette condition, que la
différence I — 1, est nulle pour

o(x)=2zP (p=o0,1,2,...,0—1).

La formule d’approximation est la plus précise quand on prend,
PP plus p q P

(*) Quand ¢ () est un polyndéme de degré inférieur a 22 + 1, la quantité 7, est
nulle : cela résulte de la formule (1).
XIvV. 10.
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’

pour le polynéme M(x — «;), le dénominateur P, de la ni™e ré-
duite dans le développement en fraction continue de I'intégrale

f 7G4 ff( S a0,

Dans ce cas, la formule I =1, est exacte quand ¢(z) est un poly-
nome de degré (2n —1).
On trouve, de différentes maniéres,

o(a;)
0"2 Pln(at) Pn_ l(al)

’ r_*
¢p étant un facteur numérique.
Je remarque que I'on peut écrire

o(2) = My (2) + Pi(z) Y (0, 2),

si I'on désigne par Iy,_, un polyndéme du degré 2n —1; (o, x)
représente, comme précédemment, la fonction interpolaire de
©(x) par rapport aux 27 quantités a,, @s, ..., %z, By= %,
T
152: Loy e o0y ﬁﬂ: Lp.

En observant que I'on a

b
S A Maea(2) de = P A s () = 3, Ar 9020,

J obtiens
b
I—1,= f f(@)Pi(2) (0, %) dx
ou bien

b
I—1,= x(o x,)f f(2)Pi(z)dz (a <z <Lb)
Au moyen de la formule (2), on a, par suite,
1—1,= 2200 Mf /(=) Pi(z) dz;

la quantité § est comprise entre la plus grande et la plus petite des
valeurs z,, o, a,, . . ., %, : elle est donc intermédiaire entre e et b.

(") HEINE, Traite des fonctions spheriques, t. II, p. 22 (2¢ édition, 1881).
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Le reste R de la formule d’approximation

(3) f f(w)?(x)d@‘_"nzp'(a)g—‘?_,(z) - R

est donc représenté par

@ R= O [are s @<i<o)
Cas particuliers. — Soient f(z)=1,a=—1, b=-+1; le

polynéme P, ne différe de la fonction X, de Legendre que par un
facteur numérique. La formule (3) se raméne immédiatement a la
formule de Gauss.

La formule (4) donne

I—-I; =

o2 (%) » 2 [ 1.2.3...n

2
1.2.3.. 2n 7 2n+1 1.2.3...(2;:,-;)] (=1l +):

c’est le résultat auquel M. Mansion est parvenu.
Une autre application intéressante se rapporte a la formule
d’approximation

+1 n—t

f m(x) - —f ¢(cosl)dd = —zqa(cos—--—— >+ R,
—

démontrée dans le Cours d’Analyse de M. Hermite.
On a, dans ce cas,

t
P.(xz) = 1 €08 n(arccosz)

et
e 1 * costn(arc cosz) _ o em(y)
S r2d.an gt - Vi—az2 T ot 1,23, .20
(=1 <+).

II. La méthode indiquée ci-dessus s’applique trés simplement
a la généralisation de la formule de Cotes.

Soit F(z) une fonction réguliére dans l'intervalle ab; soient
@y, g, - -+, A, n quantités distinctes comprises dans ce méme in-
tervalle.
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L’intégrale
b
f F(z)¢(x)dz

peut étre représentée, avec le degré de précision n, par

iAi e(as);

i=1

quand les quantités a; sont données, on détermine les coeffi-
cients A; par les conditions

b
f F(z)xr dx =2Aal’ (p=o,1,2,...,n—1).
Soit
(# —ay)(®x — as)...(x —a,) =1(z);

on trouve, comme précédemment, pour le reste de la formule
d’approximation,

b
R:f F(2)(z)x \z)dz (1),

si on désigne par A(x) la fonction interpolaire de ¢(z) par rap-
port aux quantités a,, @a, - .., @p.
Par I'application du théoréme de Cauchy, on trouve
b—a . alt<b
— n .
R 1.2.3...nF(E)H(;)X? (9 \a<§<b)

Cette formule est, dureste, susceptible d’expressions plus simples
ou plus précises, suivant la forme de F(x) et suivant les valeurs
de ay, asy ..., a,.

(") Cette formule a été employée dans un cas particulier par M. Mansion.



