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Au sujet de la décomposition d’une forme quadratique en une
somme de carrés de formes linéaires et mdependantes )
par M. pe Presce.

(Séance du. 21 avril 1886.)

La théorie de la décomposition d’une forme quadratique en une
somme de carrés indépendants peut se déduire du théoréme sui-
vant, dont nous allons proposer une démonstration :

Si une forme quadratique est décomposée en une somme de
carrés de formes linéaires indépendantes, le déterminant prin-
cipal du discriminant de la forme quadratique est en valeur
absolue égal au carré du déterminant principal du systéme
des coefficients des variables dans les formes linéaires compo-
santes.

Soit U une forme quadratique & m variables z,, ..., 2z, ..., Zn;
soient Py, ..., Pi, ..., Py, n formes linéaires indépendantes de ces
variables, en lesquelles la forme U est décomposée, axx le coeffi-
cient de la variable z; dans Py; I'expression de P est la suivante :

Pi= 2Rl appzp.

Les formes linéaires étant indépendantes, le déterminant prin-
cipal du systéme des coefficients des variables est d’ordre n, et
nous pouvons, sans nuire a la généralité de la proposition, sup-
poser que ce déterminant principal & soit

= | ain lh"i :::Z

Désignons par ¢ la quantité ==1; nous aurons
U = 2= ¢, P
Soit { un indice de x; nous aurons

1 oU k=n
3 0, = Zizvekan Py

(*) Le présent travail suppose connue la remarquable théorie de la résolution
des équations linéaires de M. E. Rouché, publiée dans le Journal de l’E’cole
Polytechnique en 1882.



— 99 —
ou, en remplacant Py par sa valeur,
T dU k=n h=m

- — =2 @ Zpy Crpy
2 9z, k=1 8k Akl ~p=y AkhZ ],

dans cette expression, le coefficient de x; est
A=
Szt ek aragn,

le discriminant A est donc

k=n h=1, 2—-m
A= | ZZiexamiarn | 121, 3 m:

1° Considérons un mineur quelconque du discriminant, nous
pouvons le décomposer en déterminants partiels obtenus en combi-
nant entre elles les colonnes partielles correspondant aux différentes
valeurs de k. Cette décomposition faite, les déterminants partiels
dans la composition desquels entrent deux colonnes partielles de
méme rang, c’est-a-dire correspondant & une méme valeur de &,
sont nuls.

En effet, les éléments de 1'une étant

Akl Ah's  Ckkl,Okh's Ckl,Bkh'y -«

les éléments de 'autre seront
i1, Cns 1, %knr YtsXknr s

et, par suite, seront proportionnels aux premiers.

2° Les mineurs du discriminant d’ordre supérieur & n sont nuls.
En opérant la décomposition précédente, il faudra associer n + ¢
colonnes partielles prises chacune parmi les n + ¢ colonnes du
discriminant, lesquelles n’ont chacune que ~ colonnes partielles;
donc au moins deux colonnes partielles auront le méme rang, et
les mineurs seront nuls.

3° Parmi les mineurs du discriminant d’ordre n, il y en a un
égal en valeur absolue au carré du déterminant principal du
systéme des coefficients des variables dans les formes linéaires.

Considérons le mineur &' du discriminant

8= |2t eranarn | 12130
Décomposons-le en déterminants partiels; parmi ceux-ci les dé-

terminants partiels provenant de l’assoeiation de colonnes partielles
de méme rang seront nuls; les déterminants partiels provenant de
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I'association de colonnes partielles de rang différent (ce qui est
possible, car ces colonnes partielles doivent étre prises dans les
n colonnes de &, qui ont chacune n colonnes partielles) ne seront
pas nuls, et contiendront le facteur II}="¢,.

On peut conserver dans la somme provenant de la décomposi-
tion précédente les déterminants partiels nuls, en supposant que,
dans les facteurs ¢, k ait toutes les valeurs de 1 & ~; et le produit
4=} étant égal 4 =1, on aura

R - e
¥==%| 2 anam | [Z)5 0

la quantité placée entre traits verticaux représentant 1’élément ap-
partenant a la £i*™ ligne et a la A*™° colonne. On 'obtiendra en
considérant les sommes
k= k=
Szt ar, ZEZt akn
et faisant la somme des produits des termes de méme rang. On a
donc le carré du déterminant principal 8 et, par suite,

N 3
== d2,

ce qu’il s’agissait de démontrer.



