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Théorémes sur les déterminants; par M. A.-H. AncuLin.

(Séance du 2 mars 1883.)

Dans un Mémoire intitulé : Sur le coefficient du terme gé-
néral dans certains développements, publié dans le Journal de
Mathématiques, t. 11, fascicule 1I, 1885, figurent divers résultats
obtcnus en partant d’un théoréme fondamental. L’objet de ce
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Mémoire est de généraliser ce théoréme, en exprimant les ré-
sultats sous forme de déterminants.
Le théoréme en question établit la formule

ar(b—c)+br(c—a)+cr(a—b)=kh,,,

ou k représente a?(b—c)+ b*(c —a)+c*(a—0b) et h, la
somme (y compris les puissances) des produits homogénes de
degré n des lettres a, b, c. ‘

1. Avant de procéder a la recherche proposée, il est nécessaire
de démontrer le lemme suivant, auquel on aura fréquemment re-
cours :

Si h, représente la somme (y compris les puissances) des
produits homogénes, de degré n, des lettres a, b, c, ..., I, k,, re-
présentant la somme analogue des produits homogénes, de
degré n,deb,c, d, ..., l,ona

h;l =hp—ahp_,.

La démonstration trés simple peut étre présentée ainsi.
Nous avons

hn=ar A+ ar R 4 arrhy+ ...+ ahy_,+ ahl_,+ k),
=alar'+a" 2Rk, +a"3hy+ ...+ aky_, + k), | + k),
= ahy—y + hlm

c’est-a-dire
(A) Ry = hy— ahpy.

2. Introduisant dans le théoréme fondamental rappelé plus haut
la notation des déterminants, nous avons

1 a a* 1 a a?
1 b b2 |=|1 b b2 |h,,
1 ¢ ct! 1 ¢ ¢

ce qui peut s’écrire plus simplement
| a® bt cn | :l a’ bt c? |hn_’,

ou, en observant que |a®, b',c?| est égal au produit des diffé-
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rences de a, b, ¢, deux a deux,
(1) fa b cer|=[a b clhy.

La valeur de
|a® b 7|
peut étre aisément déduite des résultats (A) et (1); on trouve
ainsi
[a® br c?|=[a b c](hp-1hg—2— hp2hg),

ce qu’on peut écrire sous la forme

las o ct|=[a b c]|FP 7" P72
qg—1 qg—2

ou, d’une fagon plus concise,
(2) ja® b7 c¢?|=[a b cllp—1 g—2|

Pour plus de simplicité, toutes les quantités, telles que 4,, sont
représentées par l'indice n.

3. On obtient des résultats analogues dans le cas de quatre et
cinq lettres; mais, pour plus de clarté et afin de mettre en lu-
miére le principe sur lequel repose la démonstration des résultats
dans le cas général, nous ferons d’abord l'application au cas de
quatre lettres.

Nous avons

1
(1—az)(1—bz)(1—cz)(1— dz)

=14+ o+ hez?+ ...+ hp2xt+ ..
ou A, représente la somme des produits homogénes de degré n de
a, b, ¢, d.

Mais on voit facilement que

1 A N B + C + D
(1—ax)1—bz)a—cx)(1—dz)  1—ar 1—br ‘1—cx 1—dzx

ou
a3 a3

A= (a—=b)a—c)a—d) 7’ D= d=ay d—=b)d—c)’

et ainsi

a3
(a—-b)a—c)a—d)

(tl—ax)'+...=1+hao+...+hpxt+....
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Le dénominateur commun du premier membre de cette équa-
tion est le produit des différences, deux a deux, de «, b, ¢, d, que
nous pouvons représenter par [@ b ¢ d]; en réduisant, nous
avons

a’[b ¢ dj(1—az)y'—b3[a ¢ dl(1—bz)!
+c3[a b d]jai—cz)'—di{a b c](1—cx)!
=[a b ¢ dJ(1+hz+hx?+...+ hyzn+...).

Développant et égalant les termes constants dans les deux
membres,
Ja® &1 ¢ &3 |=[a b c d]

De méme, égalant les coefficients des termes de méme degré,
nous avons une série de résultats analogues dont la forme géné-
rale est

ar[b ¢ dl—...—difa b cl=[a b ¢ dlhns,
c’est-a-dire
(3) Ja® bt ¢ dr|=[a b ¢ d]h,s.

Pour trouver la valeur de

|a® b1 c7 dr|.

remarquons que 'on a

Ja® bt ¢t dr|=ar| b ¢t d1|—...—drla® D' c7|
ou

@ b et dr|=ar(b ¢ dlhy,—...—d'[a b ¢k,

en partant du résultat (1).

Dans cette égalité, &' sc rapporte aux lcttres b, ¢, d, dans le
premier terme, et aux lettres @, b, ¢, dans le dernier.

Partant de la formule (A), pour passer de /' a / et arrangeant
les termes, nous avons

jar [b ¢ dl—...—d |a b c]lhgs
—;a"“[b c d]l—...—d+'a b c]!/z,r;,

=]a® bt 2 d'|hgy-- a® D' 2 drv | hy
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ou, d’aprés (3),

= [ a b c d](hq_g ’l,-._;;— hq__3 h,._,)y

— -3
=[a b ca|?7*1 l
r—az2 r—3
et ainsi
4) |a® bt ¢7 d"|=[a b ¢ d]|g—2 r—3|

De méme, nous trouvons la valeur de
|a® &p c7 dr|.
En développant, comme plus haut, nous avons
|a® &P c¢? dr|=ar| b cr d7|—...

’

=ar[b cdﬂp_‘P—’
g—1 g—2

ey

grace a la formule (2).
L’indice ’ du déterminant se rapporte aux lettres b, ¢, d.
Revenant de /' & &, parla relation (1), et réduisant par un théo-
réme connu de la théorie des déterminants, nous avons

— — — —3 — —

ar[b ¢ d] p—i P/ PR 1+a’ p=2r 3'2—...
g—1 9—2 g—t1 ¢-—3 7—2 q——3|,

=|p—1 q—zlga’[b c d]—...g—!p—l q——3|ia"+l[b c d]—...:

+|p—2 g—3|ja+[b ¢ d]—...|
=|p—1 g—2||la® b ¢ dr|—|p—1 g—3||a® bt c* dr+i|
+|p—2 g—3]a® b1 ¢ dr+2|
=[a b ¢ d]|p—1 q—2 |hr3—[a b ¢ d]|p—1 q—3 |hr—s
+[a & ¢ d]llp—2 g—3 |h—
|p—1 p—2 p—3
=[a b ¢ dl|g—1 g—2 g—3|,
r—y r—a r—3

(5) |a® &P ct dr|=[a b ¢ d]|p—1 g—2 r—3|.

D’une maniére analogue, en appliquant les formules (3), (4)
et (5), on déduit les résultats correspondant au cas de cinq lettres

a, b, ¢, d, e, et 'on voit que
(6) |a® bt 2 &3 e |=]a
(7) |a® b c® dr e |=]a
(8) |a® b c7 dr e |=][a
(9) |a® br c1 dr e |=|a

d elhps,

d el|lr—3 s—4]},

d ellqg—2 r—3 s—4|,

d ellp—1 g—2 r—3 s—j|

SRS S N
o o6 o o
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ot [a@ b c d e] représente |a® b' c* d* e'|, ou le produit des
différences, deux a deux, de a, b, ¢, d, e, et oui, dans les déter-
minants des seconds membres, les diagonales seulement sont
écrites, c'est-a-direque |p—1, ¢ — 2, r — 3, s — 4| représente

p—1 p—2 p—3 p—i
g—1 9g—2 g—3 g—4§
r—i1 r—a2 r—3 r—j4

$s—1 s—2 s—3 s—4

4. Dans la recherche précédente, nous observons que, pour
obtenir les résultats dans le cas de cinq lettres, nous avons utilisé
ceux obtenus pour quatre lettres. Aussi, pour établir les formules
correspondant au cas d'un nombre m quelconque de lettres, a, b,
¢ ..., l,nous appliquons le principe d’induction mathématique,
en supposant les résultats établis pour m — 1.

Nous avons

1
(1—az)1—bz)(1—cz)...1 —Iz)

=1+ho+ hyz+...+hp"+...,

ou /%, représente la somme des produits homogénes de degré n de
a, b, c, ..., {. Mais nous avons aussi

1
(1—az)—bz)(1—cz)...(1—Ilx)

A B C L

—_— — e+ s
1—ax 1—bx 1—cx 1—lz

am—1

A=(a—b)(a—-c)...(a—l)

........... P )
[m—1

L=t—su=p. =%’

d’ou nous tirons

am— 1

(a—b)(a—-—c)...(a—li)(

Le dénominateur commun du premier membre de cette équa-
tion se compose des produits des différences, deux & deux, de «,

1—ar)'+...=1+hx+ e+ .+ hyn+ ...
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byc,...;,loufabcd...[]; d'ou, en réduisant,
am=i[b ¢ d ... lJG—az)t—bm-i[a ¢ d ... l|(1—bx)y'+...
(B) + (—1yn-tim-lag b ¢ ... kl(1—Iz)!
=la b ¢c d ... lJ+~Mho+hh2t+.. ..+ hxt+...).

Si les formules sont vraies pour (m —1), on a

) |60 et dY ... Im-2|
! 3 =[b ¢ d ... 1],
| &0 ¢t a2 ... km3 Iy
(2) i ,
=[b ¢ d ... l]hy sy,
(3) |80 et a2 ... hkm=v kx Iy|
=[b c d ... l]llz—m+3 y—m—+2]|,
(i’) |[,o cl d ... gm—s he  fx lyl
=[b ¢ d ... lllu—m+4§ z—m+3 y—m-+2 |
...................................................... )
flo0 cr d1 e |
(m—1")
| =[b ¢ d .. l]lp—1 g—2 2—3 .. y—m~+2 |...

Déduisons de ces m — 1 formules les résultats correspondants
pour m lettres.

Développant le premier membre de (B) et égalant les termes
constants, puis les coefficients des termes de méme degré, nous
avons

(1) |a® bt 2 ... Im-1|=[a b c ... 1],
puis une série d’autres équations dont la forme générale est
Ja® b1 ¢ ... km=: B |=[a b ¢ ... (lh:mps.
Pour avoir la valeur correspondante du terme
|a® bt c2 ... hm=3 ky 13|,

dévcloppons, par rapport aux éléments de la derniére colonne,
nous avons

ao b1 ¢ ... hm=3 kv I |=as| b0 ¢t dr ... km=3 Iy |—...

=a:’.[l) c d ... l]ll"y—lll+2—_"‘"
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Revenant de 4’ & /i, par la formule (A), et ordonnant,

’{aS[b c d ... l]—.--zh_y—m-kﬂ'
oy —fa[o ¢ d .. U= by
=] a® bt ¢ ... km-2 lalh_y—m—m
_] a® bt ¢2 ... km—2 [z+1 lh)’—ln+1
é:[a b ¢ ... l](h —m+2h:—m+i’*h~m+1hz~—m+2)
(2) =[a b ¢ .. |7 " yTmE
( F—m—+2 Z—m—+1
donc
3 la® bt ¢ ... hms Ky I3 |

=[a b ¢ ... lll]y—m—+2 z—m-+i|.
Ensuite, pour trouver la valeur de
| a® bt c2 ... gm—h hx Ly Is l,

développons, commg auparavant :

slao bt c2 ... gm—b hx kry [:l
(3) =as| b et d2 ... hmt fx Iy |—...
( =a*[b ¢c d ... l]lz—m~+3 y—m+2 |—....

Revenant de /' 4 & et réduisant, 3 P’aide d’un théoréme connu
de la théorie des déterminants, nous obtenons

az[b ¢ d ... l]2|z'——m+3 y—m—+2|
—a|z—m—+3 y—m+1]|
+arl z— — -
Fatlz—m—+2 y—m—1|j—....
Faisant le méme changement dans les autres termes des diffé-~

rents groupes, de fagon que tous les termes du dernier soient ex-
primés en termes en /2, nous avons, en appliquant (1),

|z—m+3 y—m—+2 || a® b c* ... km-2 [z]
—|lz—m+3 y—m+1||a b ¢ ... km-2 [3+1]
+|x—m+2 y—m=4+1|]a® bt c? ... km-? [+2 |,

qui, par la formule (2), est égal a

r—m—+3 r—m-+2 T—m-+1
[¢ &6 ¢ ... I]|ly—m~+3 y—m—+2 y—m-+1 |;
s—m—+3 s—m—+2 s—m-+1
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d’ou
G |a® b1 2 ... gmt+ hx ky =]
) =[a b ¢ Nllz—m~+3 y—m+2 z—m-+1];
d’une fagon analogue, on arrive &
) 3|a0 bt ¢ ... fm-s gu hr ky I:|
=[a b ¢ ... l]|u—m+4§ 2—m~+3 y—m+2 z—m-+1|;

Enfin, lorsqu’il y a (m — 1) indices généraux p, q,..., 2, ¥, 3,
on a, en développant comme plus haut,
ja® &P c7 ... h* kv Iz

=a| b cP d7 ... k*r lr|—...
=a*[b ¢ ... l]|p—1 g—2 r—3 y—m-+2|—....
Revenant ensuite de /' & & et réduisant, on peut voir que
|p—t g—2 r—3 ... y—m+2/
=|p—1 g—2 r—3 ... y—m-+a|
—alp—1t g—2 ... 2—m~+3 y—m-+1|
+a|p—1 g—2 ... U—MmA+4{ T—m+2 y—m—+1 |
—a|p—1 g—2 ... t—m+5 u—m+3 T—m+2 y—m-+1
-+

+(—1)yn-2gm-2| p—2 q—3 r—i§

I1 existe des expressions semblables, pour les autres termes des
groupes ci-dessus, mais avec b, ¢, d, ..., ! remplagant successi-
vement a; d’ou, par 'application de (1), nous aurons

|p—1 g—2 r—3 ... y—m~+a2||a b ¢ ... km-2 [5|
— |p—1 g—2 ... Z—m~+3 y—m-+1||a® b cx ... km-2 [:+1)
flp—t . u—m+§ 2—m+3 y—m—+1|
l|a® bt c2 ... hkm—2 [=+2]
|p—1 ... t—m+5 u—m+4 r—m+3 y—m—+1
T a0 bt e ... km-t [s+3 |
I T T L T T OO, cevenvaane
+ (—Nm%|p—a g—3 ... y—m-+1||la® b 2 ... km-2 [z+m-2 |

qui, par I'application de (2), est égal a

|p-—l P—2 p—3 ... p—m-+1
gq—1 g—2 g—3 ... g—m+1
[a 6 ¢ ... I]|r—1 r—o2
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done

(la> bp ct dr ... @3]
(m)
? =la b ¢ ... l]|p—i g—2 r—3 ... s—m+1!,

(ui établit la proposition dans le cas le plus général.



