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Sur une source d ' i d e n t i t é s ; par M. M\UIUCE D^OCAGISE.

(Séance du 16 mars 18^7.)

1. Nous avons renconiré et utilisé la formule dont il va être
question ici, dans un Mémoire étendu Sur une classe de nombres
remarquables, qui va paraître prochainement dans un autre Re-
cueil (*) . Les nombres que nous avons étudiés dans ce Mémoire,
et dont le rôle est important en Analyse, jouissent, entre autres, de
certaines propriétés qui dérivent de l ' identité générale dont nous
allons parler. Nous renverrons donc à ce Mémoire, pour cette ap-

( ' ) American Journal of Mnfhenîfitics.
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phcation particulière. Parmi les exemples que nous donnerons ici,
quelques-uns se trouv-ent cites dans ce Mémoire; les autres, plus
nombreux, et notamment l'application trigonométrique et Inappli-
cation à la série de Fibonacci, sont nouveaux.

2. Identité générale. -— Représentant pary(/i) une fonction
quelconque de rentier /?, posons

fi(^)= /(!)+ /(2)+...4- /(/t),

Mri}^ /i(l)- /i(2)+...4- /i(^),

/3(^)= /2(l)4- /2(-2)-4-...-+- fï(n\

M ̂  ) = fk-\ ( 1 ^ -//, -i ( 2 ) -4- . . . 4-/A-1 ( ̂ .).

II est bien facile de calculer fk{n) en fonction de/(i),/(a^
/(/?). On a, en effet,

/2(/î) == 7î/(l) - (/^ - I)/(2) 4-. ..+/(/<),

. , . (n -t- i)/î /^y? — i) 9.. i ,., .^(,^= '——^-Z_y(^_^ ——^——y(2)-4-...+ -^ f^1)'

Dès maintenant, la loi des coefficients est évidente. On vérifie
d^aillcurs que, si elle est vraie pour l'indice À', elle l'est encore
pour l'indice /i 4- i. On trouve ainsi

(i) A-n(7?) = C^,,_i/(i) + C^--2/(2)d-.. .4- Cîf(n),

C^ étant le nombre des combinaisons de ui objets v à v.
Telle est la formule générale, presque intuitive, on le voit, que

nous avions en vue. Chaque fois que, pour une fonction jf{n\ on
pourra, par un autre procédé, calculer fk^-\ (n)f la formule ( i )
donnera une identité; elle est donc bien, selon l'expression élé-
gante de M. Ccsaro ( < ) , une source d'identités. Donnons-en
quelques applications.

3. En premier lieu, faisons

f(n)==n=C^

( ' ) Mathesis, t. VI, p. i *^.
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Nous avons alors

/,(/»)= G} +q +...+CA =c^i,
/,(n)=Cj +CJ +...+C,^=C^,
* ' ' • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . • . . • . . . . . . , . . ,

f,^(n) = Ci:î; + C^ +.. .-^ C^ == C^l^.

La formule (i) donne donc, dans ce cas,

(2) C^Li = C^_i -r- •2C^._, -+-...- nC^

4. Faisons mainlenant
/ (Az)=a^- i .

Nous avons
( a — i ) / i ( / z ) == a^ — i ,
(a- i)^(^-i) =0^-1-1,

( a — i ) / i ( i ) ==rt — i ,

et, en taisant la somme,

( a — I ) / 2 ( ^ ) : = = < r < a——î —ri;et/ — î
d'où

(a — I)2/2(/^) == ^'î+î — a — ^(a — i),
( a — i ) 2 / 3 ( n — i ) = = a" — a — ( ^ — i ) ( a — i ) ,

(^- l ) 2 / 2 ( I ) =a2 —a-(a- i ) ,

et, en faisant la somme,
/ \9 ^ / \ ç û ^ — i (n-\-\)n,(a—I) 2 /3(7^)= a2 —^— — na— ————/— (a-—i)

ou
(a — i)3./^) = rt^2 - a2 — Cia(a - î) — C2^ (^ - î)2.

En continuant ainsi, de proche en proche, on arrive à la formule
que voici :

(a— ï^fk+iW = a^ —ak— C^-i (a — î )
- C^i aA-2(a - î)2 -...- C .̂i (a - i)^.

Par suite, la formule (î) donne, dans ce cas,

( (a - ̂ (c^-i + c^-2^+. • •+ c^"-1)
( =a^-[^•+Ci^•-l(a-I)4-C;^^-2(a-I)2+...+C4+A-l(^-I^
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Pour a = 2, celte formule devient

(3.) ( C^+À-l -+- C,^_22-t-. . .-r- C^-l

( = 2^-(2^+ C,̂ -l -+- C,̂  ̂ -2+. . .4- C^._i ).

Pour âî===—i,

(3-) | 2^1[c^-l-C^-2+.•.+(-l)/^-lCi:]
= (-1^-1 +1 + CA2 -h c,̂ i 2^ +... + cî .i ̂ .

S. Faisons (1)

On a identiquement
/(/Q=^.

—nsn-^^n^n=^^.•ï. a
Donc

/(«) =C^ +C^,,
/(7Î-I)=C,Î_,+C,?,

• • • . . • . • . . . . . . . . . . . . . ^

/(2) ==C| +C|,

/(I) = CJ,

et, en faisant la somme,

/i(^)=c,^,+Câ+2.

Continuant ainsi, de proche en proche, on trouve

/^(^)==C^i+C^,,

et la formule ( ï ) donne

(4) C^ P + C^ 22 +...+ Cl;̂  = C^^ + 0,^2-

6. Pour
/ ( / l )==2/ l—f,

on a
/ l ( ^ )==l -+-3 -+-5+ . . . -4 - (2^ - - l )== /l2.

Donc la fonction /A+i, correspondant à ce cas-ci, n'est autre que
la fonction/^ du numéro précédent, et l'application de la for-

( 1 ) C'est le cas général /(/?) = n'" que nous avons traité et utilisé dans notre
Mémoire Sur une classe de nombres remarquables.
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mule ( i ) donne

(5) C^-i -4- 3 Ct^ + 5 C^_3 +...+ (27i - i)CÏ = C^tl 4- C^îLi.

7. Prenons maintenant

/(/î)= (-I^-1 ( 2 7 1 — — 1 ) .

Nous ferons ici usage d'une formule qui se trouve démontrée
dans une autre de nos Notes (1), et que voici :

(a) ^-.^^.Ç^^,.,^^^^-.

La valeur de f{n) peut s'écrire

/( 7i) ==(-i)-i[i+2(71-1)].

On aura donc
i=n—\

/l(^)= ̂  (-l)/(l+^)
l=0

ou, en vertu de la formule (a), toute réduction faite,

/i(70=(- 1)^-1 n.

Maintenant on a
i=n—i

AW= ̂  (_iy(T+o
i=o

ou, d'après la formule (a),

fi \ (r"1)""1!271'4-1)-4-1
/2(^) = —————————^-————————

que nous écrirons

4/s(^) = - (— O^/i +1) -h-1.
Par suite,

i=rt
4/3(^)=-^(-iy'(2t+i)4-7î

/=!

i=n

=-^(-l/(2l+l)+7l+I

î=0

==-(— ̂ (n -+-!)+ (7i +1),
et ainsi de suite.

(') Sur certaines sommations arithmétiques (Jornal clé Se. maf/i. de M. Gomes
Tcixeir9, t. VII, p. 1 1 7 ) . La formule en question se trouve à la pa^e rî^.
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On trouve d'une manière générale

i=2p-l

W,p(n)=:(-î)n^p-i^n-^-ip-i)- ^ (-,)<4/c^^ ^
i=o

i=îp-\

42/^-n(^)=(-l)/^-+-2/î-l( /14-2/?)- V (-iy4<C,^^
/==o

/:=2/»

42/^-1.A/H-2(^) = (— ly^^-Uî/î 4- 47? -+-1 •4- V (- lY^C2^^
1=0

i^îp

42p+l/4p+3(^)=(—l) /^4-2^- l( n+ 1p -4-1)4- ^'(—l)^^^^1^^/.

Ces quatre formules peuvent être comprises en une seule. Si,

en effet, nous représentons par E (- ) le plus grand entier contenu
r / 7 \

dans ,, et par R (- ) le reste de la division de k par /?, de façon
que *^)^),
nous ferons observer que ces quatre formules se résument en
celle-ci

E^) (_,)''+^E(.Ï)-l

4 ^.A^)^——'——^^(a^+A--i)•^œ
•=^)

ci / "(!)-••."(.*)+»'^(-,).M V ( - , ) ' î ' ^ ^
•'— ^ , I-./ ^ \ . .. / A Y

î=0 ^E(^)+K(^-)-,-+-/

On a donc, par application de la formule ( i) ,

p/^ \
'Wrp^- i QP/.-I4 ^-[c^L.-sc^^+ôC^^—.-^-i^K^-i)^:;]

, , -»-2E(^)- l
(-1) V 4 / , ,

— ^——— ( '2 77 -4- A — Ï)
(6) ( i + R ^ )

W

+(-,)^ ^ (..^O-^/c.i/+i y (-i) V 4 / 4 /c V 2 /

^m n^-V.^

R(0+ / . /pK^)^
A \ . .. / A

' ' +E ( ^ ) -< -K (3 ) - !+»
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Pour A = = i, cette formule donne

(61) i — 3 - h 5 — . . . + ( — 1 ) ^ - 1 ( - 2 7 1 — i ) = (—i) / î - i ^ ;

pour k == 2,

(62) ( ^-3ci-l-+-5c^-•••(62)
î + ( - I ) / ^ - l ( < 2^—I)CÎ]==(- I )»- l (a /^ -^• ï ) -4 - l ;

pour À' == 3,

(6,) 4|:Ci^-3C?,-h5CJS_i-,..(6î)

On

k ==4,

4-(-l)^-l(^-l)Cj]=(-l)"-l(^4-l)4-C^

On voit que cette dernière somme est nulle si n est pair. Pour

i6[C^- 3Cin4-5G3»-...
(6.)

-4-(—1)^-1(271 — I)C|] = (—1)^1^/1-r-3)—I-4-4C,^.

Ces expressions particulières sont séparément susceptibles de
simplification. Prenons, par exemple, la dernière; on vérifie bien
aisément que, quel que soit n, pair ou impair, on a

(^-i)^i(^+3)_,_4c,2^=8E^VE^) +i1.

Dès lors la formule (6.4 ) pourra s'écrire

i Ci^-3Cin +5C,î—...

(6s)! E^fE^-^l ,

( ->-'-'-"——'q--"71^7 J •«:(;)..
Ne quittons pas la fonction/(/i) == (— i^'^a/î — i) sans faire

à son égard une autre remarque. L'expression ci-dessus calculée
pour fî{n) montre que

4/2(^) -+-/(n-n)=!;
de même

Wn-i)-^-f(n) =i,
4/2(^-2)+/(7l-l)=I,

4/2(1) +/(2) = 1 ,

/ • ( t^ =1,

Addit ionnant ces n -+-1 égalités, on a
4/3( ^ ) 4-/i( /i -t- î ) = C^i.

Le même calcul, continué de proche en proche, conduit à ce
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résultat

4//^i(^)+/A-i(^-4-i)=C^l._i,

et, par application de la formule (i),

, . ( 4[C^_i-3C^_2+...+(-i)^i(2n~i)C^] I ,. i
1+[C^Î-,-3C^._34-...+(-,)^(^4-i)Ci::j] ^Ltt^-ï•

8. Faisons maintenant
/'( n) == sin /KO.

En vertu (Tune formule bien connue, on a

co /œ \
eus ^- — ces 1 — -r- /A(O )

/i ( n ) = sin to 4- sin 2 io -4-... -+- sin 72 to = ——A_____v2____-/

. (A)
'2 SI II ~

'2

OU
. tx) ., , . (0 /Ol) \
i sin -/i ( n ) — cos — = — cos ( - -+- n co t •

Remplaçant dans celte formule n par i, 2, 3, ..., n et faisant la
somme, en appliquant, pour avoir la valeur du second membre,
la formule de la somme des cosinus d'arcs en progression arithmé-
tique, on a

^m^^-CÂcos^- sin(^-+-,)co-sinco
ï •?. . cei sin -2

ou
/ . ( 0 \ 2 . . ^,, (0 . ( J i ) . . / ( i ) \l 2 sin - j fî(n) — C/t cos - 2 sin — — sinco =— sin ( 2- 4- /lu) ) •
\ 2/ 2 2 \ 2 /

On obtient de même, de proche en proche,

( . (0 \ 3 .. , . ^, OJ / . CO \ 2

<2sln ' î ) /3(/^)-~c^l cos ^ l2 sln ^)

/-,, . / . co\ 3co /, 0) \— G/, sin cof 2 sin - » + cos — == cos ( 3 - 4- n^)
• . • . . • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .^

/ co\7''-1-1

V 2 5 1 " 2^ fk^W

i=/s
V / \/T-V- / r^ (t'-r-l)co'l/ . coV' /

-^(-iyC^_i_,cos[^- + -——^—-^s in^
l=i0

^ cos 1 ( k + 2) il - ( À -+- î) (0 /? (o •
L '̂ '̂  j
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La formule (i) donne alors

i=: ii
(jûV-4-l./ . ^Y'-^v^.l - 2 S i n -\ ^G^/,_/sinaj

i-^ 1
<=A

( Q \ \^ , ..-,, , ri'TT ( l—I)()()1 / . CùV'-*
W -^(-i)<C^_^,cos^ +L-^J^s.n ̂

t==0

= COS (À: + 2) - — — ( ^ 4 - l ) — — ^ t 0 -
L 2 '2 J

9. Faisons enfin
f(?t) == Un,

Un étant le n1^ terme de la série de Fibonacci,

Mi=I, ^2=1, M,(= M,t-i-1-î^-2.

En vertu d\ine formule démontrée de différentes façons par
M. Ed. Lucas (1) et par nous-même (2), on a

Ainsi
/l ( 71) == MI 4- Uî -r- . . . 4- Un = M,̂ 2 — 1 .

fi(ri) = = M , t + 2 — I »

/l(^-+-l) = M^-n—1,

/ l ( l )==M3—I,

et, eri faisant la somme,

/2(^)==/l( l-^^)——/l(2)—/î

= (^4-4 — i — ^4+1— n
= Un+i, —u^—nu^

De même
/2 ( n ) = M»-+-4 —— ^4 — n^2,

/2(n—l)= ^+3— "4—— (/l—l)M2,

/2(î)= ^5— Uk—Uî,

( 1 ) «SM/' /a théorie des fonctions numériques simplement périodiques, p. 20
(Extrait des t. III et IV de la Nouvelle Correspondance mathématique}.

( a ) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XIV, p. 2^, formule
(4) du Mémoire Sur une suite récurrente.
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et, en additionnant,

/3(/i) =/(n + 4)-/(4) - Cku,-C^ u,
•== Un+G — î — ^6+ 1 — C,^4 — Ctn «2

=== M„-^6—^——C;,M4--C2 , .^lM2•

Continuant ainsi, de proche en proche, on arrive à cette for-
mule

/A--n(^) = ^W+2(A--f-l) — ^(/t-M) —- C/^ M2A-— C^i ?<2(Â-1) — ... —— Gfi+k-X U2•

La formule ( r ) donne donc alors

^/î-+-2(Â--H)—— M2(A-H) — C/^MaA— G,2^! M2(A--l) — . . . — C^+^_( î^2

== C^-i ̂ i -+- Ci+/,-2 Uî •4-...-+- Ci'M,,
ou

i == A- î == n

( 9 ) î^rt-h2(/.+l) = ̂ . ̂ n+i-1 ^2(Â-+l-i) + ̂ . C//î+/,•-/ t^/.

( = 0 î == 1

La formule qui donneya^), obtenue plus haut, peut s'écrire

/2(/i)=:/i(/i-+-i)-l- Un+î—(n+^\
donc

fî{n — î) ==/i(/i)4- ^-n—(^ +i) ,
. « . • . • . • • • . . • . « . . • . . • . . . • • • . • . . . . • ;

/2(r)=/ ,(2)4-^-3,
en outre

0==/l(0+ M 2 — 2 ,

0 = H\ — I.

Faisant la somme,

M^) =f2(n + ï) -/l(n 4- 2) - C,^3.

Continuant, de proche en proche, on arrive à

Cî -i =A-l(n -4- 2 ) -h-/A.( ^1 4- i) —//.-M ( ̂ ) ;

et la formule ( i ) donne

(' =• n 4- 2 /=- n 4- 1 / = /i

C^.-n= ^ C^_/^--+- ^ C^._/i<,.~^C^,/,.,^
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ou, en remarquant, que

^t+î-i -+- GÎ+Lî = C,^in_/; et que C^ = o pour ^ > {A,
i==W4-2

(10) C^4-i = ^ (C^i_,-C^_,)M/.

Les quelques exemples qui précèdent, joints à ceux que con-
tient notre Mémoire cité en commençant, suffiront sans doute à
faire ressortir la fécondité de la source d^identités ( i) qui conduit,
on le voit, à d^intéressants exercices de calcul algébrique.


