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Sur une source d’identités; par M. Mivrice n'Ocacne.

(Séance du 16 mars 1885.)

1. Nous avons rencontré et utilisé la formule dont il va étre
question ici, dans un Mémoire étendu Sur une classe de nombres
remarquables, qui va paraitre prochainement dans un autre Re-
cueil ('). Les nombres que nous avons étudiés dans ce Mémoire,
etdontle role est important en Analyse, jouissent, entre autres, de
certaines propriétés qui dérivent de l'identité générale dont nous
allons parler. Nous renverrons donc a ce Mémoire, pour cette ap-
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plication particuli¢re. Parmi les exemples que nous donnerons ici,
quclques-uns se trouvent cités dans ce Mémoire; les autres, plus

nombreux, et notamment 'application trigonométrique et I'appli-
cation a la série de Fibonacci, sont nouveaux.

2. Identité générale. — Représentant par f(n) unc fonction
quelconque de Ienticr n, posons

Ji(n)=f()+ [f(2)+...+ f(n),
Se(n)= fi)+ [fi(2)+...+ fi(n),
fg(n): fl(l)"‘ fg(2)+...+ fz(ﬂ),

Jir(n) = fi-(1) + fr-1(2) 4. .= fra ().

11 est bien facile de calculer fx(n) en fonction de f(s), f(2), ...
J(n). On a, en effet,

Sa(m)y=nf()+(n—0)f(2)+...+f(n),
. (n— . .
Sa(n) = (.".Z.:—')n/(u) ALt ”2 ”/(2) 4o+ 2;—'/(n).
Dés maintenant, la loi des cocfficients est évidente. On vérifie
d’aillcurs que, si elle est vraic pour I'indice 4, elle I'est encorc
pour l'indice A + 1. On trouve ainsi

(1) S (n) = C,")+/,_,f(l)+ C£+k—-zf(2)+-~ s C’/if(n),

C}, étant le nombre des combinaisons de p objets v a v.

Telle est la formule générale, presque intuitive, on le voit, que
nous avions en vue. Chaque fois que; pour une fonction f (), on
pourra, par un autre procédé, calculer fzy,(n), la formule (1)
donnera une identité; elle est donc bien, selon I'expression élé-

gante de M. Cesaro ('), unc source d’identités. Donnons-cn
quelques applications.

3. En premier licu, faisons

Sf(n)y=n= C,i,.

(") Mathesis, t. VI, p. 126,



Nous avons alors

Sfiln)y=C} +C} +...+C, =0¢C2,,,
Jo(n)=0C} +C} +...+Ci,=0C3,,,

— (k+1 k+1 A+1 A
Jrrr(n) = Ciil + Ciy +.. .+ Gyl = CGuiiyy.

La formule (1) donne donc, dans ce cas,
h+2 s - :
(2) Crihrr = C/I:O-k-l -+ 'lcfu—k»z ke "'C;‘.'-

4. Faisons maintenant

Sf(n)=anr-1.
Nous avons

(a—1) fi(n) =ar —1,
(a—1)fi(n—1)=ar1t—1,

(@ —1)f1(1) =a —I,

ct, cn taisant la somme,

an —1
(a—l)f:(n):(l —(7_—[" —_n;
d’ol
(a—1)2 fa(n) =a"' —a—n(a—i),
(a—12fa(n—1)=a? —a—(n—1)(a—1),

(a—1)2 fo(1) =a* —a—(a—1),
et, en faisant la somme,
(a—n1)?f5(n) = a? Z":: — na — (—'—l}f%)ﬁ (a—1)

ou

(a— 13 fi(n)=ar+*?*—a*— Cla(a—1)—C}  (a—1)%

En continuant ainsi, de proche en proche, on arrive a la formule
que voici :

(e — 1)k fro(n) = an+k — ok — Clak~1 (@ —1)
— Gl af2(a—1)2—...—Ch (a—1DF
Par suite, la formule (1) donne, dans ce cas,

: . ! k one
(3) (@ — 0k (Chipoy + Chigpgat.. .+ Chant)
— v — @ Chak (@ — 1)+ Gy @b=2(a — 1)1+ 4 Chyicy(@1)],
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Pour a = 2, celte formule devient
(3 ; Chiroy + Chips2+...4 Chon—t
= on+k — (2k 4 Clok—1 4 C2, 252 ...+ Chosy )
Pour @ =—1,
. : . ok
(3" 3 2"‘*“[0,"“;,-_, — Chypop+- .o (— 1)1 CE]
=(—1)"t+1+4 Cla+C2 2 +...+ Ck i, 2k,
5. Faisons (*)
f(n)= n2

On a identiquement

n(n—i n—+in o
e L
2 2
Donc
f(n)y =Ci +Giyy.

f(n—1)=C}_,+ C2,

B R I R ]

f(2)  =0C +Ci,
Sy = C3,

cl, cn faisant la somme,
Ji(n) =GChyy + Gl
Continuant ainsi, de proche en proche, on trouve
Srer(n)= sz.:/s-ﬂ -+ Cﬁﬁrue
ct la formule (1) donne
(4) Chipg 12+ Gl 22+ .+ Czﬂi = C/A:jﬁ—l -+ Cﬁti-u-

6. Pour
Sf(n)y=2n—1,

on a

Si(n)=14+3+5+...+(2n—1)=nt

Donc la fonction fxy4, correspondant i ce cas-ci, n’est autre que
la fonction f; du numéro précédent, et I'application de la for-

(') Clest le cas général f(n) = n™ que nous avons traité et utilisé dans notre
Mémoive Sur une classe de nombres remarquables.
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mule (1) donne

. k k k k k :
(5) Cuank-1+3Chp o+ 5Chp3+...+ (20 —1)C = Cuik + szi/%ﬂ'

7. Prenons maintenant
S(n)=(—1)r-1(2n—1).

Nous ferons ici usage d'une formule qui se trouve démontrée
dans une autre de nos Notes ('), et que voici :

N (ak irgi e a P o 2P lg =D — 1]+
(2) %(a—kzr)ql_a 7—1 -+ rq (g =12 .

La valeur de f(n) peut s’écrire

S(n)=(—1"11+2(n—1)].
On aura donc

i=n—1

fin)= X (=10 2i)

i=0

ou, en vertu de la formule (), toute réduction faite,

Ji(n) =(—1)"1n
Maintenant on a

i=n—1

frm)y= X (=0i(+1)
i=0

ou, d’aprés la formule (a),

(=12 1(2n +1)+1

Ja(n) = i
que nous écrirons
dfa(n)y=—(—0)"(2n +1)+1.
Par suite, .
i) == (=Di(i+n+n
i=1

i1=n
= — 2(—1)"(2i+1)+n+|
i=0
=—(—)"(n+1)+(n+1),
el ainsi de suite.

(') Sur certaines sommations arithmetiques (Jornal de Sc. math. de M. Gomes
Teixeira, t. VII, p. 117). La formule en question se trouve a la page 125,
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On trouve d'unc maniére générale

i=2p—1
422 fop(n) = (—1)"+20-1(2n +4p —1) — 2 (—I)”'C:’z;w .
i=0
i=2p—1
5 N\ s
320 fopra(n) = (—1)r+20-1( n 4 2p) — 2‘ (—1)4ECRNL L,
i=0
i=2p
420 fipra(n) = (—1)r+2=l(an 4+ 4p + 1 + Z (_,):uc’“‘zpH
=0
i=%p
2P+ fipra(n)=(—1)"+2=1( n+2p +1)+ 2(_')‘,'(\/21:?/&“1'
i=0

Ces quatre formules peuvent étre comprises en une seule. Si,

en effet, nous représentons par E <P> le plus grand entier contenu

dans’é, et par R (p) le reste de la division de A par p, de fagon

e (£) on )

nous ferons observer que ces quatre formules se résument en
celle-ci

que

n+2E( )
( )fk(’l)—-( (2n+k—1)
1+H( )
i E( ) ky. . k .
i=0 n+E 5 ) + =) =1+

On a donc, par application de la formule (1),

E .. -
(2 LC1L+/. 9'—3Cn+k 3+ 5Cn+lx— "'+("")"' ,(2”'—’)01{'::.'
n+2E(,—‘)—l
=(:ﬁ—T(zn+A'~v)
(6) 1+ R( )
i:E(é)—l
. w(¥)y+i w(E) e
+.(_,_l)k+l E (__[) (5) 4,(; (_ \ .
i=0 "+F(§) (il)»l-w
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Pour A =1, cette formule donne
(61) 1—3+5—.. ..+ (=11 (2n—1) = (—1)*1n;
pour k =2,
{ 4[CL—3Chy +5Chy—...

(62) + (—1)Y(2n—1)C} ] = (—1)" 1 (2n+ 1)+,
pour k = 3,
(65) ; 4[C2yy —3CE+5C3_, —. ..

+ (—1)r-t(an —1)CE] =(—1)"1(n+1)+ CL,,.

On voit que cette derniére somme est nulle si n est pair. Pour
k= 4v
16[Cleq = 3C3sy +5C3 —...
+ (— 1)1 (2n —1)C3] = (—1)r+1(2n+ 3) —1+ 4C} .
Ces expressions particuliéres sont séparément susceptibles de
simplification. Prenons, par exemple, la derniére; on vérifie bien
aisément que, quel que soit n, pair ou impair, on a

wn%

(—1)r+(an+3)—1—4C2,, = SE(S) [E(g) + ;]-
Dés lors la formule (6,) pourra s’écrire
‘ Cd,y —3C3,y +5CE—...

(65)? +(—1)n-1(2n —1)C} = E<§> [F2<g) +l] =C::(;)+|

Ne quittons pas la fonction f(n) = (—1)*~!(2n —1) sans faire
a son égard une autre remarque. L’expression ci-dessus calculée
pour f;(n) montre que

4f2(n) +f(rn+1)=1;

§fa(n—1) =+ f(n)
ifa(n—2)+f(n—1)=1,

de méme

-

4/2(1) +f(2) =1
() =1,

Additionnant ces n + 1 égalités, on a
Af3(n)+ filn 1) = Clyy.

L.c méme calcul, continué¢ de proche en proche, conduit a cc
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résullat
§feer(n) + frog(n+1) = Chtly,

et, par application de la formule (1),

[ 4[Chuss —3Chpmg ook (—p=t(2n—0)Ck] | _ 0y
+[Ch2, —3CkI, .o+ (—1)(an4)Chm2] T T

(7)

8. Faisons maintenant

J(n)=smnw.

En vertu d’une formule bien connue, on a
b

w w
COs - —cos| - —nw
2 2 y

Si(n)=sinw +sin2w +...+ sinnw =
: . W
28in —

2

ou

. W w w
281N — n)—CoOs— =-—CoS | - n
2fi( ) Py (z + w)'

Remplagant dans cette formule » par 1, 2, 3, ..., n et faisant la
somme, en appliquant, pour avoir la valeur du second membre,
la formule de la somme des cosinus d’arcs en progression arithmé-
tique, on a

sin(n—+1)w — sinw

) [3)
2sin — n)—Clcos — =—
2f2( ) n 2 T
2sin —
2

ou
. w)\? () . . w
2sin — n)—Cj}cos — 2sin — —sinw =—sin (2— +nw ).
< 2)f2( ) n 2 2 ( 2 )
On obtient de méme, de proche en proche,
. w3 (%) . w)\?
<2sm ;) f3(n)— C2,q cos 5 <2 sin :)

. . W 3w )
— C}sinw 2sin — ) +cos — = cos 35+nw

F T R T T T T T P RS R )

. w\ A+
(2 sin —2—> Srr1(n)
i=k . o
N\ in (Z+1)w . w\A
——Z(— )i Chb_y COS[— -+ G+ v ] <9_ sin -—)
2 2 2
i=0

:cos[(/i+2)§ kY nm]-
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La formule (1) donne alors

i=n
k+1
) > .
(2 sin ;) ZC,"H,_._,- sinw
i=1
i=k . (' . i
(8) i 214 t—nw Lo W\
— —1)iCrzh__scos| — + ——— | {2sin —
( ) n+k—1-i 2 Py >
i=0

=cos[(k+2);—t—(k+l)§—nw]-

9. Faisons enfin

f(n) = u,,
u, étant le ni‘™e terme de la série de Fibonacci,
U =1, U =1, Up = Up—1+ Up—s.

En vertu d'une formule démontrée de différentes fagons par
M. Ed. Lucas (') et par nous-méme (2), on a

Sfilrn)=u 1+ + ...+ Up=Upra—1.
Ainsi
fi(n) =Up+2— 1,
Si(n+1)=upy—1,

tees i es st n e

9

Si0)=us—1,
et, en faisant la somme,

Sa(n) = fi(n+2)— fi(2)—n
=Upps — 1 — Upy+1— N
= Uty — Uy — NUs.
De méme
Sfo(r) = upr— wy— nuy,
fg(ﬂ—l): n,,_,_a——u,,-—(n—l)uz,

So(1) = us— u,— us,

(*) Sur la théorie des fonctions numeriques simplement periodigues, p. 20
(Extrait des t. III et IV de la Nouvelle Correspondance mathematique).

() Bulletin de la Societ¢ mathématique de France, t. XIV, p. 24, formule
(4) du Mémoire Sur une suite recurrente.
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et, en additionnant,

Sa(n)=f(n+4)—f(4) —Clu,— C3, us
= Up+s—1— Usg+1— Clu,— C}, uy

= Uprs — Us— Cluy — G2y up.

Continuant ainsi, de proche en proche, on arrive & cette for-
mule

fk—H(ﬂ) = Un+2k+1) — WU(k+1) — Cluap— Clyy gy — ... — C//f+l.~~«| Us.
La formule (1) donne donc alors

Unaar1)— Ugh+1) — Gb tor — Cloi Uah—y— .- . — C/I;+I.~~| Uy
. . k
=Ckyuy+Ck i sus+...+Ciu,

ou

i=n

i=k
N N
(9) Unto(h+1) = Zcfu’i—: WUak+1—i) + zctl}+A--i u;.

i=0 =1
La {formule qui donne f,(n), obtenue plus haut, peut s’¢erire

Ja(n)=fi(n+1)+ Upsrs — (0 + 2),
donc
So(n—1)=fi(n)+ tpr1—(n +1),

R T I I R I I I I S R IR AP Y

Sa(1) = fi(2) + uz — 3,
en outre
o=fi(1)+ uy—2,
o= Uuy—1I.

Faisant la somme,
Sa(n)=fa(n+1)+fi(n+2)—C .
Continuant, de proche en proche, on arrive 4
Chisy = fr(n+2) + fi(n+1) — frea(n);
ct la formule (1) donne

i=n+2 i=n+1 i=n
1 5 Ql 3 Y
k — k-2 k-1 A
Chsher = 2 N Clvh-i Wi+ 2 Chthoi Wi — C{I i Ui

i=1 =1 (=1
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ou, en remarquant que

k--2 k-1 k—1y . N v
Cosii+ Cuihos = Cn+lc<l_-1fi7 et que C‘,A =0 pour v>uyu,
i=n+2
k — k-1 k .
(10) Chikrt = E (Cu+k+1—i - Cn+k—i) Ui.

i=1

Les quelques exemples qui précédent, joints a ceux que con-
tient notre Mémoire cité en commencant, suffiront sans doute a
faire ressortir la fécondité de la source d’identités (1) qui conduit,
on le voit, & d'intéressants cxercices de calcul algébrique.



