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Sur le coefficient du terme gêner al dans certains développements;
par M. A.-H. ANGLIN.

(Séance du i5 juin 1887.)

La présente Note a pour objet de compléter les résultats obtenus
par Fauteur, dans un Mémoire Sur le coefficient du terme
général dans certains développements, publié en 1886 dans le
Journal de Mathématiques pures et appliquées.

Rappelons sommairement un théorème obtenu dans ce Mémoire,
et auquel on aura souvent à se reporter : ce théorème est exprimé
par l'équation suivante

(i-t- ax 4-...-+- anxn)(l-^- bx -+-.. .4- b^x^)^-^- ex -+-.. .-4- c^x^
=== i-4- Ai^-hAî^2-^.. .-^-Art^/^-^-(A/^-+-l—•î/l-^-l).y/l+l

-4-(^/^+2—^-nAl)^-^2+. . .-^-(hn^n—Sn+ihm-i)^^ -+-...,

où Sr représente la somme ar+ ̂  -\- c^, et hn la somme des pro-
duits homogènes de degré n^ des lettres a, b, c et de leurs puis-
sances.

Le coefficient de X^^P dans ce développement peut être
exprimé d^une autre manière plus commode : ce coefficient est en
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effet celui de X'^^P dans le produit de

anxn ( i -i- a-1 x~1 -4-... 4- a-1' x-n )

par deux expressions analogues en b et c; il est donc égal à
a^bn^n multiplié par le coefficient de X^'^P dans le produit

(i+a-1^—1-^-.. .-+-a-w;y-/^)
X (i+ ô-1^-1^-.. .4- ̂ -".r-^Xi-i- c-1;^-1^-...-+- c-nx-n)^

c'est-à-dire finalement à (abc^fi,^^ où /4 est la somme des pro-

duits homogènes de degré /i, de ~i jï ï- et de leurs puissances.

Cela posé, considérons la formule démontrée dans le Mémoire
précité

^-ax^^-bx^-cx)^^^^-—^^-^^^--

Dans ce Mémoire, nous avons obtenu, toutes les fois que n est
multiple de m, la somme de la série

... hn X"- -+- hn+m ̂ n+m -»-...+ /tn+rm XWï -+- . . ..

Nous allons donner un résultat analogue, quelle que soit la va-
leur de n, et en faire une application semblable à celle que nous
avons faite dans le cas précité.

Proposons-nous, pour commencer, de trouver la somme de la
série

. . . -r- A/t^-t- hn+s'T^3-^ . . . -h ^-H^.r^-^-h . . .

pour toutes les valeurs de n.
Dans l'équation

(^ax)(^bx)(l^cx)=-^htlyn^hn+i'Tn^-^-''

remplaçons x par xy et supposons n de la forme îm +.<?. Nous
avons

ys(^axy)^. = • • • -h ̂ y^-t- •. • -+- /W3.r~+3y3^3-4-....
+ hn+6 X^y3m+6 4- < . . ;

d'où, faisant successivement y égal à a, (3, y (racines cubiques
de Funité), aj outan îles résultats et observant queo^-f- pr4-Yr==:o,
sauf quand r est un multiple de 3, auquel cas la valeur de cette

xv. ,3
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expression est 3, nous aurons

3( . . . +hn^ -T- hn^X^ 4- hn^X^^- ... 4- /^+3/•^+3r4- . . .)

T 1 I
+ o7————-ÎT—.——— +a^( i—aa .y ) . . . (^'(i — a^x) ... ^(i—a-fx). ..?

où Fexposant.? représente 0,1 ou 2 selon que ^ est de la forme
3m, 3m + i ou 3m + 2.

Lorsque le second membre de cette équation est réduit, le dé-
nominateur peut se mettre sous la forme

( i— a3^)^— &3.r3)(i — c3^)

et le numérateur est la somme de trois termes semblables, dont le
premier est le produit de

01-^(1 — a^x)(i — a^x)

par deux expressions analogues où b et c remplacent a. Or ona

( i — a p a 7 ) ( i — a ^ x ) == i + ax's.-^- a^a2;

le premier terme du numérateur peut donc s^écrire

0-^(1 + axv. 4- a2;^2)^ + bxy. -4- ô^a2)^ + cxv.-\- c2.z'2a2)

ou
a-^fi-hAi^a-l-Aa^a2-}- ... 4-A6a76a6);

le deuxième et le troisième ne diffèrent du premier que parla sub-
stitution de P et y à a.

Ajoutant ces trois termes et faisant successivement s == o, i et 2,
les valeurs correspondantes du numérateur deviennent

3(i+A3ry34-A6.y6), 3(Ai;r-+-A4.2?4) et 3(A2a724- Aga-s),

et Fon a ainsi

. . . -4- hnX^-^-hn^X^-^- hn+GX^-r- . . . + hn^r^1^-^ . . .

(F) ^_________Bs_________
(i — a3a?3)(i — b^x^)(i — c3x^)7

où, en vertu du lemme, ïï^ représente

i+(/i3—53).r3+(J^2*y6, hi x 4- p.2 Ag .y4 ou Aa.z-2^-pi2^ a"5, .

selon que /i est de la forme

3/n, 37?î-4-i ou 3/72-1-a,

UL désignant le produit abc.
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On peut voir maintenant, comme dans le travail déjà cité, qiien
multipliant successivement chaque membre de Inéquation fonda-
mentale

0^-2(6 —c)+^+2(c—a)4-c^+2(a_^) =-.khn,

où k représente

a^Çb—c'f-^-b^Çc—a^c^Ça—h),
par

Û^3-L- b3-}- ^3 OU ,V3,

on obtient Inéquation

^«+2(^3_p ^3)r(^_c)4, 6/14-2 (c3_4_^3) r (ç_^)^_ ^^(a3-^- b'^'^o — b)

-/-(^-I)^],^,

où (^3— i^t^Ii-Kîr représente la suite

^ A,,- r^-1 A^3+ r(^^'I) ^r2 ^+6

-^^^-"^^^-^^...--(-O^^..

Développant (^a^ 3— i)'', on voit, en s^ppu^^ant sur la formule
(F), que, pour toutes valeurs de n, la série précédente est le coef-
ficient de x11^1' dans le développement de

____B^ss^—iy___^
(i—a^v^d—b3^)^--^^)9

ce coefficient est donc égal à Pexpression

an+î ( ̂  -+- c^)r(b—c)-+-bn+tt(c3-{-a3Y(c—a) -+- c^-»-2 ( a3 -h 63 ̂ '^ a — b )
—————————^2(^ — c ) + ^(c—a)-^- c^^a—b)—————————'

Arrivons maintenant au cas général; pour obtenir la somme des
séries

. . . -+- hn^ -+- /^-^-m^-4-w-^- ... -4- h^nr^^-^- . . .

pour toutes valeurs de /î, on remplace x par xy dans Péquation

——————— l-.——————^ = = . . . + ^^4-/l,l+la^l4-^,M-2•y/^+2+ • • • »( i — C T a ? ) ( i — b v ) ( î — e x )

et Fon suppose n de la forme
mp -}- s.
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On a

== ... 4- hnXnymP-+-... 4- ^/,+w.r/»-^-wyw/'+w4- ...——7————————:;——— — . . . -t- II. /»«<^(1—aay)...
-1- hn+tm^^^y^^1"1^- . .. .

Faisant ensuite y successivement égal à chacune des racines
^ièmes jç Punité, a,, o^, . • . , a^, et ajoutant les résultats de ces
substitutions, en observant que S(af) === o, sauf dans le cas où r
est un multiple de m, auquel cas S(ap == m, on obtient

W(. . . 4- hnX^-}- hn+m^^ 4-... 4- hn+mrV"^^ . . . )

I I 1
~ ^( i—oaiâ?) . . . or,(i—aa,a7). . . * ' * a^(i—aa^.y)... >

Findice 5 est égal à o, i , 2, ... ou m — i selon que n est de la
forme

mp, mp -h i, mp -h 2, ..., w/? -4- m — i.

Le second membre de Féquation étant réduit au même dénomi-
nateur, ce dénominateur sera

(— i)(M-i)^(i — amxm)(l — bmxm)(l — cmxm)\

et le numérateur se composera de la somme de m termes sem-
blables, le premier étant le produit de

(— i)0"--1 '̂̂ ! — CT04a7)(i — 003.2?) ... (i — av.mx)

par deux autres expressions semblables où b et c remplacent a.
On peut facilement montrer que

(i •— a^a?)(i —aaa.r) ... (i — aa^.r)

== i •+- a-rai-h a1^2^ - f - . . . 4- (aa'ai)'"-1;

et ainsi le premier terme du numérateur est égal au produit de
af^ par les^expressions

i+a.rai-i-aîa'2^ •+-a3a73a^ 4-... 4- (a.rai)'»"1,
i4-6.rai4- éî^aî+^^a3 -4- ... 4- (éa-ai)77»-1,
1-4- ca?ai4- c'a'2»} 4- c3^3»3 4-... 4- (errai)'71-1;

il est donc de la forme

ay3 [14- Aid?ai4- A^a2 4-A3a?3a3 4- ... 4-A3,M-3(.yal)3w-3],

tandis que le deuxième, le troisième,..., le w^"10 terme du numérateur
ont la même forme, en changeant seulement a^ en ag, cr^y ..., a^.
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Ajoutant ces diverses expressions et faisant s successivement

égal à o, i, 2, 3, ..., m — i, les valeurs correspondantes du nu-
mérateur complet deviennent pour s = o, i, ..., m — 3

/^(i+A^a-^+As,,,^'"),
m(Aia? 4-A^+ia^-^-+-A2,«+ia^+i),
w(A2.y2+ A^+a.r^-î-h As,,^^2^4-2),

w(A^-3d?w-3^. Aî^-3a7îw-3+ Aâ^-aa?37»-»),

dont la dernière renferme la plus haute puissance possible de x\
tandis que les numérateurs correspondant aux deux dernières va-
leurs de 5, soit 771 — a et m — i, ont chacun seulement deux
termes, soit

w(A^-2;r/"-2-+- AÎ^-Î^W-Î)^
m ( A/^-i a^-i -+- Aî,^i 3-2^-1 ).

Nous avons ainsi

1 ... -t-A^-h A/t+w^^+A/t+îw.y11-1-2'"^-... -i-A,t-+-w/ •y'̂ 7"''-^ ...
(G) . ^_________B,,_________^

( ( i—amxm ) ( ï—bmxm ) ( l—cmxmy

où Bw représente

i + ( Àw — ^^ )a*'" •+. (V»-1 /i^_3 a-^ ,̂
/ii.r 4-(^,rt-n--^/ll).rw-^l-^ iJi/»-1^^1^4-1,
As a?2 -l- ( Àm+2 — -îw AÏ ) a*^1 + (JL^-Î A^_ 5 .y»w+2,

A^a.yw-î+C/isw-s—^Am-s)^^-3^^-1^^3^-3»
^-s^-2-^- tJL7»-1 A^-i a?^-« ( h'Q == i),
A^-i .r̂ -» 4- ̂ m-l h^ x^-t,

selon que n est de la forme
mp, mp +1, ..., mp -+- w — i.

On voit maintenant, comme plus haut, que l'on a
^+2(6m+ cm)r(b - c) -h . . . = A:(^- 1)̂ :̂ ,.,

où (^— i/tA]^^ représente la série

Sm^n— rs^ hn+m + ^ srmî ̂ +îw

_ _ r ( r ̂ (r^^)^^^ ..+(-lYhn^n.
1 , 2 . 3
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Si Von développe (s^x"1—lY on verra, en tenant compte de

(G), que, pour toutes valeurs de /i, la série précédente forme le
coefficient de x11^11" dans le développement de

________^miSm^—îY_______
(\—amxm){ï—bmxm)(ï'—cmxm)ï

B^ représentant une des m expressions ci-dessus mentionnées et,
par conséquent, ce coefficient est égal à Impression

^w4-2(^///-4- ^YÇb—c)-+-bn^î(cm-}-am)r(c-—a)-^-cn-+î(am-^bmY(a—b)
— — — — — — — — — — ^ 2 ( ^ _ c ) _ ^ 2 ( c _ a ) - + - c 2 ( a — - 6 ) '

Nous pouvons observer que, des précédentes expressions repré-
sentées par B^,, les deux dernières correspondent Fune à l'autre;
tandis que des/n—2 autres, la première et la dernière, la deuxième
et l'avant-dernière, la troisième et Pantépénultième, etc., se cor-
respondent respectivement, les indices de h et hf dans Pune étant
les mêmes que ceux de A' et h dans l'autre.


