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Sur lecoefficientdu terme généraldanscertainsdéveloppements;
par M. A.-H. Ancrin.

(Séance du 15 juin 1887.)

La présente Note a pour objet de compléter les résultats obtenus
par 'auteur, dans un Mémoire Sur le coefficient du terme
général dans certains développements, publié en 1886 dans le
Journal de Mathématiques pures et appliquées.

Rappelons sommairement un théoréme obtenu dans ce Mémoire,
et auquel on aura souvent a se reporter : ce théoréme est exprimé
par l’équation suivante

(1+azx—+...+arz?)(1+ bz +...+ brz?)(1+ cx +. ..+ chzn)
=1+ @+ b2+ .. A Ry + (hpsy — Spiy )21

“+ (hnre— Snrr b)) 2" 2+ - (Rpem— Snat By ) 2P M4, L,

ou s, représente la somme a”+ b7+ ¢”, et h, la somme des pro-
duits homogénes de degré n, des letires @, b, ¢ et de leurs puis-
sances.

Le coefficient de z27+? dans ce développément peut étre
exprimé d’une autre maniére plus commode : ce coefficient est en
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effet celui de z2#*7 dans le produit de
arxt(1+a-tz-1+...+a rz-n)

par deux expressions analogues en b et c; il est donc égal a
a™ b ct multiplié par le coefficient de 22#+7 dans le produit

(1+atex—t+...+~anz™")
XA+ b1z t+.. ..+ b rr-n)(1+ clz-1+...+ cna—n),

c’est-a-dire finalement a (abc)?),_,, ou /i, est la somme des pro-

* ) . I I I. .
duits homogeénes de degré r, de —. 7> — et de leurs puissances.

Cela posé, considérons la formule démontrée dans le Mémoire
précité
1
(1—az)1—bz)(1—cx)

=l+h|.2‘ e e o hnl'n—l— hn+1$"+l+.. .e

Dans ce Mémoire, nous avons obtenu, toutes les fois que n esi
multiple de m, la somme de la série

R Y R N Ty L S

Nous allons donner un résultat analogue, quelle que soit la va-
leur de n, et en faire une application semblable a celle que nous
avons faite dans le cas précité. .

Proposons-nous, pour commencer, de trouver la somme de la
série

B L L o PR e s S N PR, s L I

pour toutes les valeurs de n.
Dans I'équation

1
(I—az)a—bx)(1—cz)

coithpzt 4+ hpqantt L,

remplagons z par xy et supposons n de la forme 3m + 5. Nous
avons
1

—————— = ...+ hzryIm Ry gantByImas |
y*(\—axy)... 4 s Y

+ hpyexnSy3m+s 4,

d’oti, faisant successivement y égal a a, 3, ¥ (racines cubiques

de l'unité), ajoutant les résultats et observant que &+ 37+ y"=o,

sauf quand r est un multiple de 3, auquel cas la valeur de cette
XV, 13
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expression esl 3, nous aurons

3( . hpx 4 hpyg 3 4 Dy gt Al g, 23N L)

T 1 1
= as(1—aax)... - Bs(1—afax)... +*(5(l—a~(a:)...’

ou I'exposant s représente 0,1 ou 2 selon que n est de la forme
3m,3m +10uldm-+ 2.

Lorsque le second membre de cette équation est réduit, le dé-
nominateur peut se mettre sous la forme

(1—ad3z3)(1— b323) (1 — c3a3)
et le numérateur est la somme de trois termes semblables, dont le
premier est le produit de
a—s(1—afz)(1—ayz)
par deux expressions analogues ol b et ¢ remplacent a. Or ona
(1—aBz)(1—ayx) =1+ aza+ atral;
le premier terme du numérateur peut donc s’écrire
a5(1+ aza + a?x?a?)(1+ bxra + 0222a?)(1 + cxa + c2z?a?)

ou
a=S(1+ Ajza + Agx2a2+ ... + Agxbab);
le deuxiéme et le troisi¢éme ne différent du premier que parla sub-
stitution de 3 et ¥ & a.
Ajoutant ces trois termes et faisant successivement s =o, 1et 2,
les valeurs correspondantes du numérateur deviennent

3(1+ A3+ Ag2®), 3(Ajz+A,zt) et 3(A22+ Azad),
et I'on a ainsi
[y L Y N s IR S, o SRR TP L S

(F) B,

T (1—a3zd) (1 — b3x3)(1— c323)’

ou, en vertu du lemme, B; représente
1+ (hy— $3) @3+ 228, R~z + p2hyat ou hyx2-+ prhas, .
selon que n est de la forme

3m, 3m-+1 ou 3m-—+ 2,

w désignant le produit abc.
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On peut voir maintenant, comme dans le travail déja cité, qu’en
multipliant successivement chaque membre de 1’équation fonda-
mentale

a"+2(b —_ c) —+ bu+2(c — a) —+ C’H"(a —_ b) —_ kh"’
ou k représente

a(b—c)+b2(c—a)—~c2(a—b),
par

a3+ b3+ ¢3 ou s,

on obtient I’équation

ar+2(b3+c3)r(b—c)+ br+2(cd3+ ad3)(c — a) + en+2(a’+ b3)(a — b)
=k(ss— 1) [R]kesrs

ol (83— 1)"[ h]7,,- représente la suite

A hp— rsk hyys+

’——(:: D $572 hprs
_r(r—un)(r—2)

1.2.3 $573 hng oo+ (— 0 Ry sy

Développant (s;2* —1)", on voit, en s’appuyant sur la formule
(F), que, pour toutes valeurs de n, la série précédente est le coef-
ficient de 27+3” dans le développement de

Bs(szz®—1)" .
(1—a3z3)(1— b323)(1— c323)’

ce coefficient est donc égal a I'expression

anr+2(b3+ c3)r(b—c)+ br+2(cd+ad) (c—a) +cr+2(ad+ b3)r(a—0b)
a?(b—c)+ b2(c—a)+ c2(a—0b) ’

Arrivons maintenant au cas général; pour obtenir la somme des
séries
L Tkl ol T e s SRR S PP i S

pour toutes valeurs de n, on remplace z par xy dans I'équation

1
t1—az)(1—bx)(1—cz) =

L T oY PRWE L s By PR sl SN

et 'on suppose n de la forme

mp -+ s.
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14

—_— =, ..+ Iz,,z'"y"lp+ oo+ IL,,+,,,z"+’"y'"P+"'+ e
yi(i—azy)...

-+ hn+gm$n+’m}'mp+’m+ ceae

Faisant ensuite y successivement égal a chacune des racines
mi™e de 'unité, o, a3, ..., &m, et ajoutant les résultats de ces
substitutions, en observant que Z(«f) = o, sauf dans le cas ou r
est un multiple de m, auquel cas Z(a}) = m, on obtient

m(...+ k24 hpyppx™+m— .+ hpyprxttmr4 )

I 1 I
= + Fretr————————
af(i—ayz)... aj(1—auz)... a,(1—aa,z)...”

I'indice s est égal 4 0, 1,2, ... ou m —1 selon que n est de la
forme :
mp, mp+1, mp+2, ..., mp-+m-—I.

Le second membre de I’équation étant réduit au méme dénomi-
nateur, ce dénominateur sera
(_ l)(m—l)s(l — a"'.’z"")(l —_ bmz-m)([ _ cmxm);
et le numérateur se composera de la somme de m termes sem-
blables, le premier étant le produit de
(—1)m—sayS(1— aaz)(1—axzz) ... (1 — aa,x)

par deux autres expressions semblables ou b et ¢ remplacent a.
On peut facilement montrer que

(1—agzr)(1—auz)...(1—az,x)
=14+ ara+ atztal+... + (azyy )i

et ainsi le premier terme du numérateur est égal au produit de
ar® par les expressions

1+azy+atzrtal +adzda} + ...+ (aza )n 1,

1+bzray+ brzta} + B323a} + ...+ (Do )1,

1+ czxay+ 2o} + c3zdad +...+ (cxay )m—1;
il est donc de la forme

a3 [1+ Ayzay+ Agztal + Agzdad +. .. + Agm—s(zay )3m3),

tandis queledeuxiéme, letroisiéme, ...,le mi*™® terme dunumérateur
ont la méme forme, en changeant seulement «, en a3, as, ..., ap.
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Ajoutant ces diverses expressions et faisant s successivement
égala o, 1,2,3, ..., m—1i, les valeurs correspondantes du nu-
mérateur complet deviennent pour s=o,1, ..., m — 3

m(1+ A, 2 Ay, 22m),
m(A1Z —+ A @M 4 Ag g w21,

m(As 22+ Ay s 242+ Ay yp 22m+2),

ce et ee s B R I Iy

m ( Am—s zm—3 A:m—a z2m—3 . Aam_a_z-sm—a )’

dont la derniére renferme la plus haute puissance possible de z;
tandis que les numérateurs correspondant aux deux derniéres va-
leurs de s, soit m— 2 et m —1, ont chacun seulement deux

termes, soit
m(Am—s 2™ 2+ Ay g 22m—2),

m ( Am—l xm—1 4 Agm_| zrtm—1 ).
Nous avons ainsi

RSy WL WL Y SN TEy  aa Ls S

(G) 1 — Bm

( = (1—a'nx'")(l——b'"z'm)(l—cmxm)’

ou By, représente

1+ (hm— sm)xm 4 pm=1 h'm-a z2m,
hiz + (hmsr— Smby) ™+t 4 pm—t R, z2m+1
hoz? + (hyps2— s,,,h,)w'"ﬂ + pm—1 ],jm_‘z!m+2’

O, R .
hm—3 ™3+ (hem—3— S hm—3) 233+ pm—1 b z3m—3,
hmgzm—2 4 pm—ihy, zim-2 (Ko =1),
hp—y =1 4 wm= 1 h’m_’zlm—i’
selon que n est de la forme
mp, mp+1, ..., mp4+m—1.
On voit maintenant, comme plus baut, que 'on a
ar+2(bm+cm)yr(b—c)+...=k(sm—1)"[R)2mr,
ol (sp— 1) [ A]rsm- représente la série

. _ r(r—1) ,._
Shbhn—rsyyt hnem + ———“( T2 si2hpaam

— _r(r_—l.l_;_(_;:—_z) shi¥husam+ ...+ (— 10 hnsrm.
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Si I'on développe (s.x™—1) on verra, en tenant compte de
(G), que, pour toutes valeurs de n, la série précédente forme le
coefficient de z"+™ dans le développement de

Bm(sma™ —1)"
(1—amzm)(1—bmzm)(1— cmagm) ’

B, représentant une des m expressions ci-dessus mentionnées et,
par conséquent, ce coefficient est égal a I’expression

an+2(pm 4 em )r([,_c)_|_ bu+‘z(cm+ am)r(c-—a)—+cr+2(am-- bmyr(a— b)
at(b—c)+b2(c—a)+c:(a—b) ’

Nous pouvons observer que, des précédentes expressions repré-
sentées par B,,, les deux derniéres correspondent I'une a autre;
tandis que des m— 2 autres, lapremiére et la derniére, la deuxiéme
et 'avant-derniére, la troisiéme et l'antépénultiéme, etc., se cor-
respondent respectivement, les indices de / et 4’ dans I'une étant
les mémes que ceux de A’ et & dans I'autre.



