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Réductibilité des équations différentielles linéaires;
par M. Fasry.

(Séance du 21 mars 1888.)

Soit une équation différentielle linéaire homogéne dont les coef-
ficients sont des fonctions rationnelles de z,

(,) p d’"}’ P d’"'—‘,}’

0 dxm + dxm—1

d’
e T —'g +Puy =o.
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11 s’agit de chercher s'il existe une équation d’ordre moindre et de
méme forme, dont toutes les intégrales vérifient I'équation don-
née (1), et de calculer ses coefficients.

Nous exposerons d'abord quelques principes sur lesquels repose
la solution de la question. Soit # = a une valeur singuliére, une
intégrale anormale de I'équation (1) est de la forme

(2) <z—a>re[*"’”‘“"°] F(z — a)", log(z — a), (z—a)].

<l

¢ étant un polynéme entier en (x — @) ¥, v un nombre entier,

1
F une fonction entiére en (z — a)’ et log(z — a), dont les coef-

cients sont des séries ordonnées suivant les puissances entiéres de
x —a. Silog(z — a) entre & la puissance &, cette intégrale est
d’ordre pv, c’est-a-dire que I'on en déduit pv intégrales distinctes
de I'équation (1). Siv=1, I'intégrale est normale; si ¢ =o, elle
est réguliére.

Sil'on cherche les intégrales de forme précédente, on en trouve
m distinctes; mais les séries qui y entrent sont, en général, diver-
gentes. Soient ¥y, ¥a, ..., ¥m ces fonctions mises sous la forme
(2). Silon forme I’équation

dm)/ d""’y . d},

dzm dym—1 : dr

dm}/l d"’—l_}/] . d}q )

dzm dxm—1 ot dr J1

dm_y2 dm——l},2 d_}’z = o,
dxm dxm—1 a1

dm}’m dm—l}’m d)’m

dxm dxm—1 oot dx Fm

les coefficients peuvent se développer sous la forme (2); les loga-
rithmes disparaissent, ainsi que les exposants fractionnaires dans
les séries, de sorte que ces coefficients sont de la forme

(x — 'a)"eq)(\dl—'—l_‘;) 2 Ap(2z — a)r.

n=1

Les séries I peuvent étre divergentes, mais il est facile d’en cal-
culer un nombre de termes déterminé. Soient P, P, ..., P, ces
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coefficients. Si l’on raméne le premier a une valeur P, en formant

les quantités Po P' ) P oA 2, .., P que P'on ordonne suivant

0 P/ )
les puissances crmssantes de x — a, on doit retrouver les mémes
termes que dans les développements de Py, Py, ..., P,. Sil'équa-

P,
tion (1) a ses coefficients entiers, les fonctions P, P—’ se réduiront
0

a des polyndmes limites, et les termes que I'on pourrait calculer
en plus seront identiquement nuls.

Supposons que I'équation (1) admette toutes les intégrales d’une
équation de méme forme

, dry dr—ty ay
(3) 90 gow T 91 Zpasr Foe I s T gy = o
Sil’on remplace dans (1 ) 7 et les dérivées suivantes de y par les

valeurs déduites de (3), on d01t trouver une identité. Les inté-
grales de forme (2) que 'on obtient pour ’équation (3) vérifient
identiquement 'équation (1), méme lorsque les séries sont diver-
gentes; donc les n intégrales anormales de 1'équation (3) sont
comprises parmi les m qu’on obtient pour I'équation (1).

Connaissant I’équation (1) et 'ordre n<Cm, nous allons chercher
dans quel cas I’équation (3) existe et comment on peut calculer ses
coefficients. On peut toujours supposer go =10, ¢y, g2y -+, qn
étant des fractions rationnelles que 1'on peut décomposer en frac-
tions simples. Ainsi

= Av -t Av_l -+ -+ __Al_ -+ _Bi__ —+
7 (#z—a)y  (w—a)t " z—a (z—0b0)
By A Iy
~+ Aot Cot Cyz .. +C‘Lxu+ + — ..
z—b —a T—ua

a, b, ... sont les valeurs singuliéres de 2 dans I'équation (1); a, &/,
@’, ... sont des valeurs d’apparence singuliére pour (3) qui ne
sont pas singuliéres dans 1"¥quation (1), de sorte que I'équation

déterminante de (3), pour z = a,
plp—1)...(p—rn+1)+Ap(p—1)...(p—n+2)+...=0,

a n racines entiéres différentes et inférieures a m. Il en résulte que
A est un nombre entier négatif, compris entre — 1 et —n(m —n).
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Pour z = a, on calculera les intégrales anormales de I’équa-
tion (1) et 'on en choisira r qui doivent vérifier 'équation (3), en
remarquant que, si I’on prend une intégrale de forme (2), on doit
prendre en méme temps celles qui s’en déduisent.

Soit

dn—ly, dy,
dxn—1 tee ?i—; 1

A= .erennn . = e (z —a)"F;
dn—lyn é_},j

dzn—1 " dr In

» F une série dont le premier

Zo est un polym‘)me entier en
r—a

terme n’est pas nul, mais qu'il est inutile de calculer; I'exposant A,
différe de =, d’'un nombre entier que 'on peut calculer facilement.
Pour que ces r intégrales vérifient I’équation (3), il faudra

A Y A F’
v-q‘=-—K’=—LtP—- !

r—a - -F ’

ce qui détermine dans ¢, les termes a exposants négatifs en x—a.
En général, les m intégrales anormales de ’équation (1) peuvent

se grouper n & n d’un nombre limité de maniéres, et 'on en déduit
1

r—a

si, parmi les m intégrales anormales de I’équation (1), on en trouve

les valeurs possibles pour les termes en dans ¢, . Cependant,

_1

deux ayant le méme facteur (z — a)’eq’[(x-“) ' et qui ne se dé-
duisent pas de la méme intégrale, il faudra, dans certains des
groupes de n intégrales, laisser des constantes arbitraires pour
obtenir tous les groupes possibles. On pourra toujours former un
nombre limité de valeurs de A, dans lesquelles Z¢ sera compléte-
ment déterminé; A, sera en général déterminé et F sera une série
contenant un nombre fini de constantes arbitraires; si, pour cer-
taines valeurs des constantes, les premiers termes de F disparais-
sent, 'exposant A, sera augmenté d’un nombre entier, mais dans
tous les cas on aura, pour Zp et A,, un nombre limité de valeurs
possibles. Dans le coefficient ¢,, on pourra donc calculer les sys-
témes de valeurs possibles pour les coefficients Ay, Ay_,, ..., Ay,
By, ...,By, ... correspondant & chaque valeur singuliére de z, a,
by....

De méme, pour la valeur singuli¢re z =2, on cherchera les
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intégrales réguliéres, normales et anormales de I’équation (1) sous
la forme

1 1
(;l‘)re?(xv) F(x_ V’ Ingy z1).

On formera les groupes possibles de ces intégrales » a n et, pour
chaque groupe, le déterminant

= ()

En ordonnant ¢, suivant les puissances décroissantes de z, on doit
avoir

Cpzb+.. 4+ Ciz+ Co+2%“ [l+ (g)’+...]+2%'-(1+g+--->+--

’

Cpzt+...+ Cz+ Co=—2¢, SA=—3A;+K;

or A, X, ... doivent étre des nombres entiers négatifs.

On devra donc chercher, parmi les valeurs possibles de A,
By, ..., K, ¢'il existe un syst¢me tel que + ZA, —K soit un
nombre entier. Pour connaitre ¢,, il ne reste qu'a déterminer
M, ... eta,d,...; pour £ =0, on développera le déterminant

A et la série F<;), on doit avoir I'identité
Ay Ay A
= @—ay Heeeh —— Co+ Ciz +...+ Cu"f'*“"z 7=
A’ , K F
Sl S

F est en général une série divergente; mais cette égalité indique
que, si I'on développe les deux membres suivant les puissances

croissantes de 5‘, les coefficients sont identiques. Cette condition
est équivalente a la suivante :

_EL_;&_J, AL _kK_F
.Z‘—d/~(x—a)v '”+.Z"-—(Z+“. ;—*—F
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ou
(z—a)yMz—d)N...

— A A
- (z.—a)A-(x;b)‘?n...x K Fe—w—“__n)v_‘_...._;__’a...
(=2 (=2
I— = I— — A, A,
= z-5\ z . z e I Dw—ap=i T T

— Z\ est un nombre entier positif; on calculera dans la série F
un nombre de termes supérieur, et 'on développera le second

. . I
membre suivant les puissances de —; on devra trouver un poly-
nbéme entier qui est égal a (z —a)(x—a/)™¥...; si 'on cal-

1 . . . .
cule d’autres termes en 2’ ils doivent étre identiquement nuls.

Remarques. — Dans le cas particulier ou la valeur 2 = oo n’est
pas singuliére pour 1’équation (1), K sera un nombre entier com-
pris entre n(n—1) et n(m—1); on pourra toujours développer
les n intégrales et F en y laissant des constantes arbitraires, et, en
exprimant que (z — o )2 (z — o/)™¥... se réduit & un polynéme
entier, on aura, en général, des équations qui détermineront les
constantes.

Dans I’équation (3), on connaitra ainsi le coefficient ¢, et les
développements des n intégrales anormales pour chacune des va-
leurs singuliéres a, b, ..., . On se servira de ces développements
pour calculer dans les coefficients ¢, ..., ¢, les termes ayant des
puissances négatives de z—a, £ —2b, ..., et de la valeur z =0
on déduit les termes entiers en z.

Ainsi
A A B B

——— —_— —I—’_——" e
Goay vt T a—at @y T T oot

, , , L M LI Mr
+Cy+ Ciw+...+Cuzt+ @—ap +o—+ @—a)y Ba—

g2 =

7t TN

ot il ne reste d’inconnus que LL'..., MM'.... Mais, pour la
valeur x = o0, on peut développer les n intégrales anormales et,
par suite, le coefficient ¢, ; on en déduira le développement de

2(ar,'-l—laz)2 +2x—hia’
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et il suffit de calculer un nombre de termes égal a deux fois le
nombre des valeurs a, o', ... pour en déduire les coefficients L, M.

La méme méthode permet de calculer tous les coefficients de
I'équation (3); il faudra ensuite vérifier si 1'équation donnée (1)
est une conséquence de (3).

Application. — Soit l’équation

amy / " —ty
%) dz'n+(A‘x+A )d — +(A,x’+A z+A )d —

-+ .
+y(Anam— Ajpem—t+ Apam—24 .. )=o,

qui n’a que la valeur singuliére # = o, pour laquelle on trouve m
intégrales de forme normale

LR
y=e O xw—?[1+9—‘ +-93+...],
-ou B est racine de I'équation
B"'+A1Bm_‘+...+Am=q>(B)=0,

C=— AYBm—1 Ay Bm—-24 .+ A},

¢'(B) ’
_ B+ C2 9"(B)
= o'(B)
, CLM—DA Bm =1 (m —2)AyB™—-...+-Apy |-AL BI2r. AT,
¢'(B)

Pour que I’équation donnée soit réductible au premier ordre,
il faut que, parmi les m valeurs de p, il y en ait une entiére néga-
tive; il devra, en outre, exister m — 2 relations entre les coeffi-

xt
cients A, que l'on obtient en posant y = " T " Z et en expri-
mant que I'équation en Z admet pour intégrale un polyndéme de
degré — p.
Par exemple, si m = 2, pour que 1'équation

LY Mz + M) L 1 (Aot + Myo+ Ay y =o

soit réductible, il faut que

1 o A1 AP (A A1 —2A4)2 1
VAT— A, ["”‘ 2 4 4(AT—GA) ] =
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n étant un nombre entier positif ou négatif, et cette condition est
suffisante.
" On peut simplifier, dans bien des cas, les calculs, en remar-
quant que, pour qu'une équation soit réductible & 'ordre n, il
faut que I’équation adjointe soit réductible a Uordre m — n.
Ainsi I'équation (4) a pour adjointe

dam dm—1 dm— ’ "
d.z';r}:  dgm—1 (Arz + Ay + dzm—2 (A,w’—f—A ZH+ANY =0,

dont les intégrales normales, pour = o, seront de la forme
Bx? ’
B
e * z-?’[:—;—%—+...],

B et C ayant les valeurs précédentes et p'=m—1—p.

Ainsi, pour que I’équation (4) soit réductible a I'ordre m — 1,
il faut que p' ait une valeur entiére négative, c’est-a-dire que, parmi
les m valeurs de p, il y en ait une entiére supérieure a m — 2; il
doit en outre exister m — 2 relations entre les coefficients A.

Par exemple, pour chercher si 'équation du troisiéme ordre

&y dy

T+ TR A A+ 7(A,xt+A’x+A")

+y(Azz3+ Az +Ajor+Af) =0
est réductible, on formera les équations

B3+ AiBz-f- A2B+A3= o,
A\B2+ A} B+ A}
3B*+2A;B + A,

_ (B-+C)(3B+Ay) + C(2A,B+A}) + A} B+A;
3B2 ZA‘B -+ Ag

C=—

On a trois valeurs pour p; pour que 1’équation donnée soit réduc-
tible, il faut que 'une de ces trois valeurs soit entiére (positive
ou négative), mais différente de 1; en outre, il doit exister une
relation entre les coefficients A.



