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Dérivées successives d’une puissance entiére d’une fonction
d’une variable, dérivées successives d’une fonction de
Jonction et application a la détermination des nombres de
Bernoulli; par M. pE Presie (1).

(Séance du 4 juillet 1888.)

1. Rappel de la formule donnant les dérivées successives
d’un produit de fonctions d’une variable. — Soient a, b,
¢y .+, k n fonctions d’une variable z; on a, d’aprés une formule
connue, ‘

!
() Dp=(a.b.c...k)y=Sd.e...g— 7 DpraDyeb ... Disk;

‘plq!
dans cette formule
P+qg+...+t=m;

d,e, ..., g sont les fonctions dont les dérivées ne figurent pas
dans le terme considéré.

2. Dérivées successives d’une puissance entiére d’une fonc-
tion d’une variable. — Supposons les fonctions a, b, ¢, ...,k
identiques entre elles. Soit « leur valeur commune : nous aurons

Doeune 57 T un-S Dle s

m*ut=aj H(h!)’u h’uy_
dans cette formule

Sh.l=m, Sl=1,2,...,n,

7 est un coefficient qu'il s’agit de déterminer.

_ Pour cela, nous chercherons le nombre des termes qui, dans
I'expression de Dps(a@.b.c. .. k) deviennent égaux en vertu de la
supposition précédente, et, pour plus de clarté, nous supposerons
qu’un de ces termes soit, en supprimant l'indice z,

D;a.D;b.D;c.D,d.Dse.D,f.Dk.

(*) Pour ne pas multiplier outre mesure les parenthéses, nous désignerons
par D2 zf 1a dérivée d’ordre a par rapport a z de f élevée a la puissance b, que
'on écrit ordinairement (D% £)".
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Mais on verra immédiatement que la conséquence du raisonne-

ment que nous allons faire est générale.
Ecrivons le terme en question

D5a.D5C.D;C.D;;b.ng.Dgf.D/\"-

Nous devons prendre toutes les combinaisons trois a trois des
sept facteurs Da, Db, Dc,Dd, De, Df, DA et les affecter de
I'indice 5, puis multiplier chacune de ces combinaisons par toutes
les combinaisons une 4 une d’un facteur restant affectées de I'in-
dice 3 ; ensuite multiplier par toutes les combinaisons deux adeux
de deux facteurs restants affectées de I'indice 2; enfin multiplier
par le facteur restant; donc le terme proposé donne un nombre de
termes identiques égal a .

ou a

Il est évident que le nombre des termes de D,-u” provenant
d’une semblable analyse est

(=)
o’

Mais ce qui a lieu pour le terme considéré s’applique a tous les
termes de méme composition d’indices, dont les lettres ne sont
pas toutes les mémes, c’est-a-dire & un nombre de termes égal au
nombre des combinaisons de m lettres £/ 2 £/ ou a

m(m—1i1)...(m — El-+1)_

(=0)! ’
donc
_ m(m—i1)...(m—3l+1) () m! v /

Dyprun =3} i mCe iary v D,

ou
, m(m—1)...(m—2l+1) m! .
(?) : Dm-’lt”=2 - H(l') ) H(/l!)[ u'l—}-IHD;lrlt,
Shl=m, l=1,2,...,n.

3. Remarque. — Supposons m égal a n

m — m(m—i)...(m—3l+1) m!
Dn-u _2 i ATy

)
um—xl ])Z, u,
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mais
Dypum=m(m—r1)...(m— Xl 4+1)um—3i,
donc
m! /
x = wum
D xum zﬂ(l')n(lz Y Dymuml Dy,

(3)
'\ S hl= m, 2l=1,2,...,m.

. 'y . m!
4. Remarque. — Il résulte de I'équation (3) que MDY ATy
cst un nombre entier; on peut le démontrer directement. Re-

marquons d’abord qu’en décomposant I’expression précédente en
k k . (k+hl

facteurs de la forme (X1 _;;(2]2,), (K+2) | k étant un nombre

entier, il suffira de démontrer que ces facteurs sont entiers; en

, , e o (k+1)(k4+2) (k+hl)  (R!
outre, 'un d’eux peut s’écrire hD! > IR

Le premier de ces nouveaux facteurs étant entier, nous nous pro-
poserons de démontrer qu’il en est de méme du second.

Nous prendrons un cas particulier, mais il sera évident que la
démonstration est générale.

Considérons le quotient

1.2.3...14.15
(1.2.3.4.5)3.1.2.3

Nous pouvons ’écrire

Cr
o

1.2.3.4 5.1 _6.7.8.9 5.2 11.12.13.14
1.2.3.4 5.1 1.2.3.4 5.2 1.2.3.4

|
X
)

sont entiéres; donc

5
1234 6789 11.12.13 14
. .3.4 .2.3. 4 1.2.3.4
le quotient proposé est enticr.

Or les fractions

5. Dérivées successives d’une fonction de fonction. — Con-
sidérons une fonction de u, p(u); u étant une fonction de z,

D.t'-? = Du(? D, u,
Dyro = Dy 9 Dyrue + Dano D3 u,
D3ro = Dyo D3zt + 3Danep Dpte Dyre + D3no D3 we.

nous rcconnaissons la loi suivante, dont la généralité s’apercoit

immédiatement,

Dm!(‘ﬁ = A4 D"q« -+ Ag Dg"(? +...4+ A, Dm"(P,
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les coefficients Ay, A,,..., A, étant indépendants de la fonction g,
mais ne dépendant que de la fonction u.

Il en résulte que les coefficients de D,:u™, que nous avons
trouvés (3), sont ceux de D,,,.r?; donc

l
4) Din=e = 21 ﬂ(l')n(l Ty Dz qN Dy u,
( Shi=m, Sl=n1,2,...,m.
6. Application. — Nous allons appliquer cette formule a un

cas particulier D;z9; nous formerons des suites de nombre par
ordre décroissant avec répétition, telles que la somme des nom-
bres de chaque suite soit 7,

7, 6.1, 5.2, 5.1.1, 4.3, 4.2.1, 4.r.1.0,
3.3.1, 3.2.2, 3.2.1.0, 3.r.r.1.1, 2.2.2.1, 2.2.1.1.1,
2.1 1000, L.0.1.1.1.1.1;

nous transformerons ces suites en produits affectés d’exposants

7, 6.1, 5.2, 5.1, 4.3. 4.2.1,
4.13, 321y 3.22, 3.2.12, 3.1%, 23.1, 22.13, a2.15, 17,

Nous formerons des produits de dérivées de « par rapport a x,
dont les indices seront les facteurs précédents, et les exposants
ceux de ces facteurs, enfin nous multiplierons chaque produit par
une dérivée de ¢ par rapport a u d’indice égal au degré de ce pro-
duit et par le coefficient que donne I’équation (4).

Considérons, par exemple, dans la suite précédente le produit
3.22; 1l donne d’abord

Dyzu Di~u;
puis
Dguo Dy D3z u;
et enfin
——L——-— Dsuw Dszu D2xu
2!31(2l)2 ' 2
ou

105.D3utp Ds:tuDg,ru

En faisant un semblable calcul pour tous les termes, nous ob-
tenons pour D;:9 expression suivante, dans laquelle nous n’indi-
querons pas les quantités par rapport auxquelles les dérivées sont

prises, les dérivées de 2 élant toujours prises par rapport a u et
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celles de w par rapport a r

DoD;u—+7.Dy¢ Dgue Du+21.D3¢ Dsu Dyu +21.D30 Dyu D2u
+35.Dy0 Dyu Dsu +105.D30 Dyu Dy e Du +35.D,9 Dyu D3
+70.D30 D3 u Du +105.D3¢ D3u D u + 210.D, 0 Dyu Do u D2u
+35.Ds¢D3u D*u+105.D,0 D u Du+105.D50 D3 uD3u
-+ 21.D59D,uDu"+ D:¢ lj7l¢.

On peut vérifier 'exactitude de ce résultat en formant successi-
vement les dérivées de ¢.

1. Application aux nombres de Bernoulli. — L’expression
d’'un nombre de Bernoulli B, est la suivante :

n
5 B, =(—r)r+1 Gin—1)ari
n
(zzn__l)QZn—l

Dypx_y(tangar),

=(— 1)+t Dypr_g(cos—2x),.

Supposons dans la formule précédente

o= u? = cosx,
nous aurons

Dju o= (—1) (k +1)! u—tk+2), Dopryyt =(—1)Fsinz, Dipru =(— 1)k cosz,
Dy (@ )a=o =(— 1)k (k+1)!, Dirsrs(u)o=o, Doyz=i (u)o = (—1)%,
(2p)! (2L +1)!

Dy=p(cosz?a)o= TO(NI(ATY

D= (u),,
dans laquelle formule

h pair, 2hl=ap, =52 ..,p
donc

_ (—=nmHin (— D)3 (2n —2)(ZL+1)!
Ba= (227 —71) 2201 Z O(DT(A!) ’

dans laquelle formule

h pair, Zhl=2n—>2, 2l=1,2,...,(n—1).

8. Calcul d’un nombre particulier de Bernoulli. — Propo-
sons-nous le calcul de B,

_ 3 (—0)E0!(Zl+1)!
(GT—1)a10 u{hHncaty
XVI. t

Bs:
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1 .
Bo=— 13g7760 2

On aura d’abord pour I1%¢, les valeurs

ou

10, 8.2, 6.4, 6.2, 42.2, 4.23, 23,
puis pour IT/ les valeurs
I, 1.1, I.1, 1.2, 2.1 1.3, 3.
Les valeurs de £/ sont
1, 2, 2, 3, 3, 4, 5,
celles de £/ 41 sont
2, 3, 3, 4y 4, 5, 6.
donc la somme X aura pour expression
o!2! 10!3!  10!3! 10! 4! 10! 4! 10! 5!

10! 6!

ol T 8Tal TBI4T T aT6l(alp  al(40) 2! T 3T41(aly  5I(alp

ou
— 2 + 270 + 1260 — 15120 — 37800 + 378000 — 680400,

ou enfin
— 353792.

353792

On obtient ainsi pour B, la valeur .
1397760

Le plus grand commun diviseur des deux termes de Bg étant

512, on obtient le résultat connu



