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Sur les systémes de péninvariants principaux d’une forme
binaire; par M. Maurice p’OcAcNE.

(Séance du 5 décembre 1888.)

Je commencerai par définir la notation suivante :
Etant donnée une suite de quantités affectées d’indices w,, u;,
Uy + ooy Uy .., )e désignerai par la méme lettre dépourvue d’in-
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dice une variable fictive par rapport a laquelle, dans la suite pré-
cédente, chaque quantité aurait pour dérivée celle qui vient
immédiatement aprés elle, c’est-a-dire telle que

du, du, du,

— =u = =, = = tpay
du b du ’ ’ du ’

Dés lors, on voit quelle est 'opération a effectuer sur une fonc-

. . . d
tion quelconque de u,, uy, us, ..., que symbolise la notation — -

Cette définition posée, je rappellerai un théoréme que j’ai
obtenu jadis (') et qui a été depuis considérablement généralisé
d’abord par moi-méme (2), puis par M. Perrin (). Voici ce théo-
réme :

Pour p au moins égal a 2, Uexpression

p
w, = aP drlag
I8 0 dar

est un peninvariant de la forme binaire représentée symboli-
quement par (x + ay)".

Jai fait observer (*); en outre, que les n— 1 péninvariants
fournis par cette expression, dans laquelle on fait p =2, 3,
4y ..., n, constituent un systéme de pénincariants principaux
de la forme de degré n considérée. En d’autres termes, ils
peuvent servir & exprimer tous les péninvariants de cette
forme.

Or on sait que le systéme des péninvariants principaux ordi-
naires ¢g, ¢3, ..., ¢, est défini par les formules

1 . ap(op —1) .
sv,,,:aoaz,,——zpaiagpﬂ—k—p—lpz———-agag,,-g——...
(l) < '
( I_‘),p(_21)——l).‘.(p+l)a2
\ T2 1.2...p p*
. dvs
2 2 =a — 2ayeyp.
(2) 2p+1 ° da 1¥2p

(') Comptes rendus, t. GIIL, p. 916.

() 1bid., t. CIV, p. 961 ct 1364,

(*) Ibid., t. CIV, p. 1097 et 1258.

(') Annales de la Socicte scientifique de Bruzelles, t. X1, p. 316,



Un probléme se posait donc tout naturellement : passer du sys-
téme de péninvariants principauz () au systéme (¢) et réci-
proquement. Ce probléme présentait une réelle difficulté en
raison de la discontinuité de la loi de formation des péninvariants
v, et pourtant des formules ('), obtenues par un calcul de proche
en proche, assez laborieux, faisaient soupgonner des.formules gé-
nérales fort élégantes.

Cesformules générales viennent, pour le cas des indices pairs,
d’étre établies par M. E.Cesaro, avec une remarquable habileté (2).
Représentant par éer la somme de tous les produits analogues

P
A¢.6 000y &y OUTry+Ty~+ ...+ r;=p, en nombres entiers et

positifs (algorithme isobarique), M. Cesaro a démontré que

3) Vap = f,;f:_); 2 2 2::!_‘ S [(E;P'J 2
i=p

@ = (zp)!E}(—z)i—"i""'{—’is [z -

i=1 r

Il restait a trouver les formules générales correspondant au cas
des indices impairs. J'ai été assez heureux pour y parvenir en
partant des résultats mémes de M. Cesaro. En supposant ¢,, et
¢2p remplacés par leurs expressions (3) et (4) et faisant usage de
la notation symbolique définie en commencant, j’écris ces for-

mules
d

(5) P = g2t
d

(6) gaprs = 2.

Leur similitude est tout a fait frappante, étant donnée la diffé-
rence qui existe entre les lois de formation des systémes (v) et
(9)- Leurs démonstrations présentent aussi une grande analogie.
Je me bornerai 3 indiquer celle de la formule (5).

(*) Annales de la Societé scientifique de Bruxelles, t. XI, p. 317.
(?) Nouvelles Annales, 3° série, t. VII, p. 464.

XVI. 12.
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Appliquant 4 I'expression (3) de ¢,, 'opération désignée sym-

z 13
. d . P
boliquement par 7z’ °n 3, en écrivant S pour S [ 2r ] ,
P P

(2r)!
dosp _ (20)! NQ | 21 “,é, i

@) da'-—agﬂ-lzai‘!—[“"d—a_(z"—z)“' S]z
i=1 14

Si 'on porte les valeurs (3) et (7) de ¢y et ”’ dans (2), il
vient

i

® =R [ (o 5 §)]

P

Si nous écrivons S [ ] sous la forme
14

k=i
I&El ?2;-,?21-, Dy (Pzri

p 2r)(2r)! .. (2r)!’

nous voyons que

dé kz_' Par, Por, -+ ?2" oes Pop
k=1

» (2r,)!(ar,)!...(ark)!...(nr,-)! :

&k

Mais de la définition méme des ¢ on déduit

do, o +2rpary,,,

Vg Vg
(9) < = a

Transformant la formule précédente au moyen de celle-ci et
tenant compte de la condition ry +r; + ... + r;=p, on voit
que

i =i .
d§ 1 lrfl ?1:', ?2;-,- .o ?2)‘;_“ e ?17',- 2pay -
da ~ a, S,, (2r)!(2r2)! ... (2r%)!. .. (2r)! + @, §’

d’ou
i . k:i

aot.i_'s’_npa S 2, P B B B

da ! G2r)!(2r)! ... @r)! ... (2r)!
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Or le second membre de cette expression n’est autre chose,

i
das
avec notre notation, que —Z- La formule (8) devient donc

. i

ONE N P

"=P+*=a5p—22 3 da)’
i=1

ou, en rapprochant de(3),
Vep+1 = d_;;_,,_
La formule (5) se trouve ainsi établie. La démonstration de la
formule (6) est analogue, avec cette différence que c’est la for-
mule (2) qui y joue le rdle rempli ci-dessus par la formule (g).

Ezemple d’application. — Les formules (3) et (4) de M. Ce-

saro donnent

pe = Ps+ 3099, + 6053 ,

ar Ps = avs— 30avyv, +12003.
(]

Au moyen de mes formules (5) et (6), j’en déduis immédiate-
ment

P71+ 30(PaPs + qaaqas)'*- 18093 93
V7= a(" b

97 = @ o1 — 30a} (205 + 0304) + 36003 03,



