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Sur une propriété caractéristique des lignes géodésiques
d’un céne; par M. X. Antomarr (*).

On sait que les géodésiques d’un cOne peuvent étre considérées
comme les arétes de rebroussement des développables circon-
scrites & une spheére, et réciproquement; de sorte que la propriété
dont il va étre question est aussi une propriété caractéristique de
ces arétes de rebroussement. C’est méme en envisageant les lignes
géodésiques d’un cOne comme les arétes de rebroussement de dé-
veloppables circonscrites 4 une sphére que nous allons établir
cette propriété.

Soient z, y, 5 les coordonnées rectangulaires d'un point M
d’une courbe gauche (C), aréte de rebroussement d’une dévelop-

(') Javais achevé la rédaction de cette Note lorsque j'ai appris que M. Enneper
s’élail occupé du méme sujel. Je n’ai, d’ailleurs, pas pu me procurer le travail du
géométre allemand.
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pable circonscrite a la sphére S de rayon r ayant son centre 3
I'origine. Appelons, suivant ’habitude :

@, B, ¥ lescosinusdirecteurs de la tangente en Malacourbe (C);
@y, B4, 71 ceux de la normale principale;
da, B2, Y2 ceux de la binormale.

DY

Le plan osculateur en M 4 la courbe (C) étant tangent a la
sphére S, z, y, 5 satisfont 4 la relation

(1) AT + Boy + Y22 = 1.

Prenons comme variable indépendante I’arc s de la courbe (C)
compté & partir d’une origine arbitraire, et différentions deux fois
successivement les deux membres de la relation (1). L’emploi des
formules de Serret conduit alors facilement aux expressions sui-
vantes des coordonnées z, ¥, z du point M

r = r(2,— fa),
¥y =r(B:—88),
&z =r(y:—0),
: tsi . e , -
ou 6 désigne le rapport - du rayon de courbure au rayon de tor

sion.
De ces relations on déduit

dr =—radl,
dy =—rdb,
dzs =—ryd,
el enfin
ds? = r2doz.

1l suit de 1a que le rapport des deux courbures de la courbe (C)
est une fonction linéaire et entiére de I'arc s.

Réciproquement, toute courbe qui jouit de cette propriété peut
étre considérée comme l'arélte de rebroussement d’une dévelop-
pable circonscrite 4 une sphére, ou, ce qui revient au méme,
comme une géodésique d’un cone.

Soit, en effet,

alo

L )
)
r
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r désignant une constante. De cette relation et des suivantes,
de  a da, oy
ds~ p’ ds T
on déduit facilement I'équation

da, da
T —(s—s—so)a; =o.

Cette ¢quation est identique a

az—l—rﬁ—-z (s da _
ds -\ +50)z;—05

dont le premier membre est ladérivée exacte de z + ray— (s + o)
par rapport & s. On en déduira donc

r+rag—a(s+s)=a,

ct les équations analogues

y+rB—B(s+s)=2b,
s+ rys—Y(s+s)=c.

1 -, v . o e, .
Ces trois équations, multipliées respectivement par 2, 3., Y2 et
ajoutées membre 4 membre, donnent

as(z —a)+ Bo(y —b)+ys(5—c)+r=o;

ce qui montre que la distance du point (a, b, ¢) au plan oscula-
teur de la courbe est constante et égale a r et, par conséquent,
que ce plan est constamment tangent a la sphére de cenftre
(a, b, ¢) et de rayon 7.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, qui fait
Pobjet de cette courte Note.

Dans toute géodésique d’un cone, le rapport £ du rayon de cour-
3

bure au rayon de torsion est une fonction linéaire et entiére de
l'arc de la ligne géodésique, et, réciproquement, toute courbe qui
jouit de cette propriété est une géodésique d'un cone.

Voici, du reste, la démonstration géométrique de la proposi-
tion et de sa réciproque.

Soit M’ le point ou le plan osculateur en M touche la sphére.
Le lieu du point M’ est une courbe sphérique (C') orthogonale
aux droites MM’, de sorte que (C) est une développée de (C').
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Soient, d'autre part,
M,, M un couple de points correspondants;
s larc M|M;
! lalongueur MM';
ly la longueur M, M.

On sait que 'on a
s=1—1,.

Ceci posé, déplagons infiniment peu le point M en M,, et soit M/,
le point correspondant sur la sphére O.

Fig. 1.

(]

Puisque OM’ est normal & I'arc M'M, on a, dans le triangle
OM'M|,
(2) M'M, = OM’ x angle M'OM,.
On peut maintenant considérer les deux tangentes MM’ et M; M,
comme se coupant en M, et alors le triangle M'M, M donne
(3) M'M), = MM’ x angle M'MM,.

Mais I'angle MOM, est évidemment l'angle de deux binormales
consécutives a la courbe (C); et de méme M'MM,, est I'angle de
deux tangentes consécutives a cette méme courbe. On a donc

M OM, —

1= —

MM, = &,
2
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D’ailleurs OM'= r, et, en divisant membre 3 membre les relations
(2) et (3), on obtient facilement

MM'—E
r T
ou bien
_l._ﬁ_ s+lo.
r T r

Ainsi le rapport du rayon de courbure au rayon de torsion est
une fonction linéaire et entiére de I'arc.

Réciproquement, si une courbe (C) jouit de cette propriété,
elle est la développée d’une courbe sphérique et, par suite, I'aréte
de rebroussement d’une développable circonscrite & leur sphére.

Portons, en effet, sur la tangente en M & la courbe (C) la lon-
gueur MM'= /= s + /,. Supposons, d’ailleurs, que, pour chaque
point M de la courbe (C), on ait

s+,
r

b

a1

l, et x désignant des constantes. Le lieu du point M’ est une tra-
jectoire orthogonale (C') des génératrices de la développable en-
gendrée par les tangentes a la courbe (C); celle-ci est dés lors
une développée de (C'). Tout revient a prouver que (C’) est une
courbe sphérique. Considérons, en effet, deux génératrices voi-
sines MM’, M, M/, et menons les normales en M' et M, & la déve-
loppable dont (C) est I'aréte de rebroussement. Comme (C') est
ligne de courbure de cette développable, les normales se coupent
en un point O.
Appelons A la distance OM'. On a alors, comme plus haut,

MM’  angle M'OM)
OM® = angle MMM,
ou

>~
i
a o

Or on a aussi

I
NI~

a1l

donc
A = r = const.

La normalie développable, lieu de la droite M'O, est donc un
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cone ayant son sommet en O, et la sphére de centre O et de
rayon r touche tout le long de (C') la développable lieu de MM'.
La réciproque est donc démontrée.

On peut enfin rattacher la proposition précédente a un ordre
d’idées plus général se rapportant aux lignes géodésiques d’une
surface développable.

Prenons, en effet, comme variable indépendante I'arc o de I'in-
dicatrice sphérique de la développable, et appelons s 'arc de
I'aréte de rebroussement compté a partir d’une origine arbitraire.
L’élément linéaire de la surface est de la forme

dS?= du?+ (u— s)2ds2.

On considére, bien entendu, s comme une fonction de 5. Au reste,
si Pon appelle A la distance d’un point M de la surface au point
de contact avec l'aréte de rebroussement de la génératrice qui
passe par M, on a

u=>XA+s,

ce qui compléte la définition des variables coordonnées.
Ceci posé, les lignes géodésiques de la surface s’obtiennent,
comme l’on sait, en intégrant I'équation

(2) s (B) =y

On obtient, ¢ désignant une constante,
0 =ucos(c—9)+ fssin(c—¢)do,

et I'équation d’une ligne géodésique quelconque est alors

d —_—
35 = const.,
ou bien
w = fscos(o—-c?)dc-’.—C.

sin(c —¢)

Si maintenant on désigne par S l'arc d’une géodésique, on
trouve facilement
ds? (u—s)?
@ = sie—gy’

ou, au signe prés,

dS C Sesin(e—¢)ds
- ’

(4 s sin2(s — o) sin?(c — o)
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p désignant le rayon de courbure de I’aréte de rebroussement de
la développable.
Remarquons a présent que la ligne géodésique considérée fait
avec la génératrice qui passe par un de ses points un angle v, tel
que

tangw =—tang(o — ¢). °

D’autre part, M. Paul Serret a démontré, dans sa thése (p. 13g),
qu’en chaque point d’une ligne géodésique tracée sur une surface

développable, le rapport %’ des deux courbures est égal 4 la tan-
1

gente de son inclinaison sur la génératrice correspondante de la
surface. On aura donc

Ry

R, =—cot(c — o).

Or, dans la formule (4), le premier terme du second membre
est justement la dérivée de — cot(c — ¢). Posant alors
S hsin(c —o)ds
sin2(¢ —9)

=f(q)

ct intégrant, il vient
S—Se=CRt_ rr()ds.
R,

De cette formule on peut déduire plusieurs conséquences.

En voici deux trés simples :

1° Si la surface développableest un cone, p = o, etl'on obtient
la formule

S—Si=Cgl

démontrée plus haut de deux maniéres.
2° Si P'aréte de rebroussement de la développable est une
courbe dont la premiére courbure est constante, on a encore, en
intégrant,
S—s,=chRi acos(e—g)
R, sin2(o — ¢).

ou bien



