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Note sur Uintégration des équations aux dérivées partielles
du second ordre;

par F. Goses Terxerra.

1. Je vais considérer I'équation aux dérivées partielles du
second ordre

(1) Hr+2Ks+Lt+M~+N(rt—s2) = o,

ou H, K, L, M, N représentent des fonctions de z, v, 3, p, ¢, et
ou 'on pose, suivant I'usage,

_ 03 .03 0z g — 02z t_d2z
P=5%" 1%5% T Ty Tgr

M. Imschenetsky a fait voir, dans son Etude sur les méthodes
d’intégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre (pages 130 et 131 de la traduction par M. J. Hoiiel), que
cette équation peut étre transformée dans une équation linéaire,
quand on connait une intégrale primitive particuliére avec trois
constantes arbitraires. Ensuite, en se basant sur les importantes
recherches sur la théorie des intégrales des équations aux dérivées
partielles publiées par Ampére dans les Cahiers XVII et XVIII
da Journal de U Ecole Polytechnigue,il fait voir que cette équa-
tion se simplifie considérablement quand cette intégrale satisfait
a un ou aux deux systémes d’équations de la caractéristique, aux-
quels Monge et Ampére raménent le probléme de l'intégration
de (1).

Comme la théorie d’Ampére, qui ne se préle pas aisément a une
exposition succincte, ne se trouve pas dans les Traités systéma-
tiques de Calcul intégral, je crois qu’il ne sera pas inutile de voir
comme on obtient les mémes résultats par des considérations di-
rectes. C'est le but que nous nous proposons dans cette Note.

2. Soit
(2) s=w(x,y,2,B,7)

une intégrale particuliére de (1) avec lrois constantes arbitraires
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@, 3, 1. Nous avons I'identité

2 2 2 2 2 / 02 2
(3) H ‘;—x‘;’ +2K; % +Ly ‘%’ + M+ N, [‘;—;: 'z’)y—‘z" - (;;"y) ] =o,
ou H,, K,, L;, My, N, représentent des forictions de o, z, y,
Jvw Jw
oz’ oy’

M. Imschenetsky considére ensuite a, 3, 7 comme variables et
introduit en (1), au lieu de la variable dépendante 3, la variable 4
déterminée par (2) et, au lieu des variables indépendantes z et »,
les variables o et 3 déterminées par les équations

0w dw dn Jw dw oy

(4) x T wmaa” BTamap

Pour obtenir I'équation dans laquelle se transforme de cette
maniére I’équation proposée, on tire de (2)

ow ow
P=75 7= 3__}7’
. ) op _dp ()r,) x £ ap r)r,) 93
R (o_ on 92) or T \38 T o7 98) 02’
) dp ._9p on) o« op p Jr, S
s"am)y““(Z" q 0a W’*‘(l)p p) y
_ 0w d9q | 0q o\ 0z 9g dq on\ 03
‘T o (£+55_> 5 (9 ondﬁ)

ensuite on substitue dans les expressions précédentes de 7, s, tles

dz 03 oz 03
valeurs de - ==, % ay
degré qui résultent de la différentiation des deux équations (4),
par rapport a z et a y; et enfin on substitue les valeurs qui résul-
tent pour r, s, ¢ dans I'équation (1). On trouve de cette maniére,

ayant égard a (3), 'équation suivante :

que l'on tire des équations du premier

Rc)i‘q N 0y

(5) W -2 b;‘bp —i—IJ:()y

+T()32

a.‘)_;

ou R, S, T, U sont des fonctions de a, 3, 7, % données par

e
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les formules suivantes :

— 91, 0Py On\?
R=+ (H+Nt.)(d§+dn W)
_ 9ps dp1 o dqy | 9q, dq
a(k—Ne) (i + S 30) (55 + 5 )
0 0gy on\2
+ L+(‘\r,)<dqp’ L)
) opy om\ /9, opy o4
S=- (H=+Nt) (£‘+%&W‘z><7}% %6_3,)
_ op1 __ 9p1 9%\ (0gy  9gy 0
+ (K NS‘)[ (W_’_WE)(‘T?-_FWﬁ)
(%P P én) 991 991 9
o8 " on 03/ \0a T Om o0
. 99y | 9¢1 9%\ (9g1 . 9g1 In
-+ (L+N’1) (d +F"‘—‘$><_°‘— +W‘—§;),
opy om\2
—T=+ (II+Nt1)({— .0%15’_;)
_ opy | Op1 On) (91 | Og, O
+2(K Ns‘)(da—'_dr, da)(dz oy O«
, gy o
LN (e 2
dw 9 9p: op1 o\ (9q, dg4 0y
mU= N @R R) GRS

("Pt 9p1 "_”1) <‘221 4+ 221 ‘971)]
0B on 08/ \ox on oo
+ R[@_’_ 2w 0n+02w(6_ﬂ>]
02 9207 0 on? \ oa
2w 2w d'r, 02w On 02w Oy Jy
9208 Gzom 0B 0By 0z T om? a «73)

2w 2w d'r) 2w /on\?
= T [17{3_”_ "% 980n 0B T onr <W> ]’

ol je pose, pour abréger,

—|—2S(

Jw _ 0w ) _ 0w _ 0w
D=5 91 = 5= = o Sl——w’ tl—;);,‘{'

x o’

3. Cela posé, j’entre dans le sujet de cette Note, c’est-a-dire, je

vais considérer le cas ot 'on obtient]’intégrale (2)aumoyen d’une

ou de deux intégrales intermédiaires particuliéres de (1), avec une
constante arbitraire chacune.
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Soit
(6) Sz ¥, 3, p, g)=a

une intégrale intermédiaire de (1) avec une constante arbitraire o.
On sait que la fonction f(z, ¥, 3, p, ) satisfait aux équations qui
résultent de I'élimination de deux des quantités r, s, ¢ entre (1) et
les équations suivantes

of o . o

a2 TPt T og T

S o Lo L,
d_y 9z +—-s+@t_o,

P+
(7)

et que ces équations sont (')

en () (G

L% oq op
(o ) on () (o) o

() e ()

N (Frr ) hon (G oerth) e

Soit maintenant I'équation (2 ) une intégrale particuliére de (6)
que 'on peut obtenir, comme on sait, par laméthode de. Lagrange
et Charpit. La valeur qu'il donne pour z satisfait aux équations
précédentes, et par conséquent satisfait aussi a I'équalion sui-
vante

(8) (H+Nt)<g'§)’ 2 (K — Ns)f’;+(L+N,)<£>’=o

qui résulte de I'élimination de
o Lo
ox 0z’ oy J3
dans la seconde au moyen des équations (7).
Mais, en différentiant (6) par rapport & 3 et considérant z, p, ¢
comme des fonctions de (3 déterminées par (2), on trouve

of (0w ow o %(g&. op ﬁ) O (dqs _ 0g: 9n _
5&(5;{+ﬁo—p)+ap, o8 " om 8) T og; \ og * on o,s)

(') C. JorpaN, Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique, t. 111, p. 365.
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ou, en vertu des équations (4),

f (9pyr  9pi om | 9f (dgq:  9q. dn)
@Jw+wﬁ+@aa+ﬁﬁ‘

En substituant maintenant dans I'expression de R la quantité
9pr  9p1 9
o8 " og 0B
par sa valeur donnée par cette équation, on trouve
(L 91 5’1)’
= ST ) [ (2
(&

_z(Kl—N;sl) df dq/ +(L1+N1r1)<dfl)z].

Donc, en vertu de la formule (8), nous avons R = o, et I’équa-
tion (5) prend la forme simplifiée suivante :

0%y
Sd dB+poﬂ+U_°'

4. Soilent maintenant

(9) f(‘zly.y’zypi q)=“» F(-z‘,}’,z,P,q)=p

deux intégrales intermédiaires particuliéres de (1) avec deux con-
stantes arbitraires « ct 3. Si chacune d’elles satisfait 4 un des deux
systémes d’équations différentielles ordinaires, auxquels la méthode
de Monge raméne le probléme de I'intégration de I’équation (1),
ou i un des deux systémes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre auxquels la méthode de Boole raméne le méme pro-
bléme, on sait que les valeurs de p et ¢ donuées par les équations
(9) rendent
dz = pdr +qdy

intégrable. De cette intégration résulte 1'équation (2).

Dans ce cas, on voit, comme dans le cas antérieur, que
R =o. Ensuite, en éliminant dans l'expression de T la quan-
tité

9 ap, 0
Wt o
XVIL 9
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aumoyen de I'équation

E <% ! op, l)r> + 9 JoF <l)q, zq_, 11_)

opy d'r, oa 0(11 Jda Jr, 0z
ct ayant égard & l’cqualwn qui résulte du changement dans (8)
def en I, on voit aussi que T =o.

L’équation (5) prend donc la forme suivante :

927

2806{3

+U=o.

5. Soit maintenant
K2 — HL 4+ MN =o

ce qui arrive quand les deux systémes d’équations de la caracté-
ristique coincident, et soit encore

(6) Sz y,8,pq)=0
une intégrale particuliére de (1) avec une constante arbilraire .

En différentiant cette équation par rapport & « et & 3, considé-
rant 5, p, ¢ comme des fonctions de a et (3 déterminées par (2)et
ayant égarda (4), on trouve

O (I o)y U (S g 0n

dpr \ 03 " 0q 98) " g1 \0B T 9m B
of <s’!a 40P @) of (09' 9¢1 97>
apy Jon oa g4 on daz) =

En substituant ensuite dans 'expression de S les valeurs que
ces équations donnent pour

9 9pydn Ipy  9py O
08 7 om 0B’ da " on da’
on trouve

Jdg1 | 9g4 dn) 9, 9q1 _d_rl)
S — <Fa—+ 01, Oa <$+dn 0B
o= (Z)
dp|
af \*
< [ maen (L)

— 2(Ky — Nist)g dqf (L1+N‘r‘)<§[.’—f;>,]
<c)q1 dqy On

d o0q 0 ) il J
4+ 9B i[_(u,-y-N,t,)‘-"/l " (K,—-N,x,)d;;;]y

)
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et par conséquent, en vertu de (8),

%o—jz[—(ﬂx—kN;h)% + (K; — Nysq) dd_p/_;]
9p1

Mais I’équation (8) donne

(f_)_q_: dgy 91
S =

of _K—Ns+/(K—Nsp—(H~+Nt)(L+Nr) of

og ~ H-+ Nt op
_ K—Ns=*=yK*—HL+MN of
- H -+ N¢ op
_K—Nsof
TH+Ntop

Donc nous avons S = o, et I’équation (5) prend la forme

2
d—r‘-—l-U:o.

032



