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Sur l'identité des nœuds d'une courbe du quatrième ordre et
des nœuds de ses contravariants quar tique et sextique; par
M. HENRY JEFTRKY.

1. Puisque Inéquation tangentielle d'une quartique est, en fonc-
tion de ses contravariants S et T, S3 — 27 T2^ o, on doit penser
que ces courbes auxiliaires auront des nœuds si la quarlique pro-
posée en a elle-même.

Outre cela, les courbes S == o et T == o sont respectivement les
enveloppes d'une droite qui coupe la quartique primitive en quatre
points, formant une proportion équiharmonique et harmonique.
Dans le voisinage d'un nœud, les points d'intersection se rappro-
chent de plus en plus, jusqu'à ce que trois d'entre eux coïncident,
ou deviennent infiniment voisins, sur une tangente au nœud.

2. L'Auteur a vérifié par le calcul l'existence et l'identité de
ces nœuds dans les cas séparés des quartiques uninodales, bino-
dales et trinodales. Mais il faut distinguer: bien que les tangentes
aux nœuds des courbes U (la quar t ique donnée), S et T soient
identiques, la courbure des l^rancnes peut être diiïerente.

Ordinairement, pour U et S, il n'y a pas d'inflexion; mais il y
a deux inflexions en chaque nœud de T. En particulier, les con-
travariants S etT des quartiques bicîrculaires sont doués de foyers
doubles et triples respectivement. D'autres modifications se pré-
senteront dans la suite.

3. Au moyen du principe de la dualité, on voit que les bitan-
geûtes d'une courbe de la quatrième classe appartiennent aussi à
leurs contravariants.

4. I. Les quartiques uninodales, — La forme la plus géné-
rale de ces courbes (U) est, en coordonnées ponctuelles, si
C, (a == o, ^ = o), est le nœud simple,

U == ô^^a2-^ î/ia? -^-/?2)-+- 4 Y(<^3 a3-h 31^^ 4- 3m^2-}- b^ j^)
-t-aia^-4-4a2a3p+ Qh^^-^ ^b^^-{-b^= o.

Les deux tangentes en C, (^a-'-^/pa^-f-y^^o), ronconirent
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le cote AH PU deux points, dont les coordonnées tan^'entielles sont

/'/)2(72— ïnpyah — ^'•c/2^2 — o.

.r y
^ 'Nous désignons par -, —-, ^ les coordonnées /^, <y, /'.0 l a. h c i l

On trouve dans les Courbes supérieures, de Salmon (p. 2;")i),
le contravariant S, dont Féqualion peu! éire ainsi disposée

S : . '1 (fx^ 4- ,<?'y2 -r- hz2 — '> lyz -— '> ni z^ -- '). n .ry ̂
-4- r 9.z [ ̂ Y>:{ .r! — ( 3 /7 — '\ run — ^b^ ̂ y'2^

-- ( 3 ffin — 3 n / —fa^ ) .rr2 — /<<'/.•} r 3 1
•\- ^^(.r, r )'2-1- ^^'l .r, r)1 — ^''l •r..'»' ^

ou

C i ) S - 31^ -J- i ^ ^ //:$ -+- ^ '2 Q.

Ue la même manière,

(9.) T - -— c;]—6;? r:,//:$-}-^K.

Ij'énualion lan^entielle de l-,

S3-- ^7T^- o.
develo|)j)ee, dcvieni

( 3 ) F j ( 1 '> H ;| -L- 9. K fn — 9.7 (' I ) -h Z C? — 0.

Dans les equalions (i), (2), (^). si z — o. il resie

fx'1 — 2 //^.rr -h ̂ r2 == o :

par conséquent, pour LJ, S, T, C est un nœud, el les tangentes
en C sont identiques ; mais des inHexions se trouvent en T seule-
ment.

Transformons cette proposition par le principe de la dualité :
.r, y, -; sont des coordonnées trilinéaires, AB devient une tangente
double des courbes (i), (2), (3); mais, pour la courbe (2), c^est
une tangente en deux points station naires d'inflexion, savoir ceux
ou elle rencontre la conique r^.

0. Si, dans la quartique uninodale U, les termes qui renferment Y
disparaissent, les tangentes au nœud G sont stationnaires, et C est
un point d'inflexion de chaque branche.

Ainsi
S s 3p| -+- ̂ Q ; T —— v\ -r- ̂  \\,

XVII. \'.l
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et l 'équation tangentielle de U est

^ | (2R•4-P2Q)-+-^ 2 R' : =0.

Pour T et U, les nœuds sont identiques; mais les deux tan-
gentes, qui sont menées par G à la conique v.^ sont des bitan-
gentes doubles de S : il n'y a point de nœud pour S au point C.

6. II. Les quartiques bicirculaires et binodales. — On sup-
pose que la quartique bicîrculaire U est engendrée par la méthode
de Laguerre, et que le cercle jacobien (J) et la conique différente
(F) sont rapportés au triangle autopolaire ABC,

(J ) a2 a2 cotA 4- b2^2 cotB + c2^2 cotC == o,

(F) ^a^-h l- ^S2-}- ic^s^o.
/ m r n '

Si l'on considère la quartique comme l'enveloppe d'un cercle
variable, qui coupe J orthogonalement et dont le centre se trouve
sur F, son équation est

( /-+- m -+- iDÇa^-^Ci-^b^^c^-^ c2-^)2—- 4(aa+ 6|3 4- c^)
x ( a'2 a2 Ci + 62 [32 c^ -+- c2 y2 €3 ) ( la a c^ + mb ? c^ -+- ^c y €3 )

—4(aa-+ -&^ -+ -CY) 2 ( ^a 2 a 2 c 2 -4 - /y^62p2cj-^- ^cî^cl)^ o,

<'n ^2ï ^3 désignant cotA, cotB, cotC.
De plus, soit

•̂  = /?2(c.24- C3)-+- ̂ ^^-^ Ci)+ / t 2(Cl+ 02)— 'î.qrc^—irpCï— ipqc^
=-= œitoa cosécA cosécB cosécC,

to, == o, coa ̂  0 étant les équations des points circulaires à l'infini.
La conique

6 == lp2 4- mq2 4- /i/'2 — ( Ici + wc^ + ncs ) 12 = o

est homofocale à la conique directrice F.
Posons

mn((/2C3-^rîCî— ic^c^)-}- ^(r2^-4-^2 (•3— acaCiS)

-+- lm(p2Cî-{-q2Ct --aciCsS),

y^ — (•2/4- W -r- /iX^^^ncjcl+y^l/cjcS-h/^/WCScI

— ///î» ( pc.î ('3 4- //<"3 ̂ i + rci Cî y1.
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On a

c'est-à-dire
- ^S =^-+-3o,

} S == ( /^2 _ .̂ ,,,̂ 2 _i_ ,,,.2 )â

— [ ^ ( a / c i — / ^ — / / ^ )
-+-Wy^WCo— / / r3—/ (4 )+ / ( / - 2 (2 / ^3—/Ci - //^2)|9.^
-4-(/^?4-w2cj^,,2^_.^,^^__^^^__^^.^.^^,

T=03+^eo+Y/ .
La forme équivalente de U(S3 — î^T2) devient

e2({^-e^)4-o3-.|e^/-^y2=o^
dont chaque terme contient le facteur 45-\

Par conséquent, il y a deux foyers doubles de S et U, et deux
foyers triples de T, qui sont identiques avec les foyers simples
de F. Il y a d'ailleurs quatre foyers simples de U, qui sont les
foyers de la quartique de la quatrième classe

(p2_^ey =,0

7. On peut étendre la même recherche aux quartiques bino-
dales. Si l'on modifie la méthode de Laguerre, une binodale peut
être engendrée au moyen d'une conique directrice F, et l'on
peut se servir des calculs du n° 6, si les symboles c<, c^ c^ sont
indéfinis, et si l'on introduit c^c^ CaC, -4- c, c^ à la place de
l'unité, afin de rendre S et T homogènes. Par exemple, on écrira

6 ==(c2C34-C3Ci+CiC2)(^o2-+- wç« -+- 7^2) —( l^ -+- mc^ -4- ncs)î S.

Dans ce cas général, aS==o désigne les deux points co,, (o,,
réels ou imaginaires, où la conique (J) rencontre la lione de
l'infini.

Pour S et U les tangentes en leurs nœuds communs sont celles
qu'on peut mener par les points œ,, (o^ à la conique directrice F.

Pour T les nœuds sont identiques, mais il y a des inflexions de
chaque branche. Au moyen de la transformation homographique
on peut étendre ces résultats aux quartiques binodales, si l'on

écrit ).a, [^, vy au lieu de a, {3, y, et par conséquent?, y, z au
.. , - A u. vlieu de x^ y, z.

8. Les quartiques bicirculaires, dont les foyers sont colli-
néaires. — Une telle quartique (U) est, en coordonnées .carlé-
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siennes,
/(^^+J2/2-+- (i —/^)(^2 - ï - r 2 } ^- Ad +€T).

On peut démontrer qu'il y a deux fovers doul)les qui sont iden-
tiques avec les intersections des coniques

i /(.r2 — y 2 ) -+-f^ —= o. \ /.rr -+-./J' == o.

Ces points sont l'origine (0,0), et le point ( — —y» o).

On peut établir que

3S ==Q2—|RV—3/^R ' 2 .
-27 T == — Q3 -4- | QKV -T- 9 À Wl<2,

Ç, y, sont les coordonnées langentielles de Bootli, et l'on a

K == ^-h y,2 == (Ui (u.̂

points circulîlires de 1 infini,

Q==^+/S+K,

conique dont les fovers sont l'origine et le point ( — - " j i o)

V -=(^4-/)2+ï^^4/, / (^__/^S

W = l--r- \ Ï(^ - ï.2•4-/0 - ̂ ï.2 (/2- //-- ^/ / ) .

l^es fovers doubles de S et U coïncident avec les fovers triples
de T.

On peut écrire l'équation langenlielle de U,

(.,t-f^ [/:i 4- 4(/-.- '>.kle ̂  - ( I H- ^/^-4- i6Â7)^
-h 4^(^/-e);3-^-^^^]+...,

les autres ternies contenant (Oi 0)2 en facteur.
Le dernier facteur détermine les quatre foyers simples.

i). 111. Les quartiques trinodales. — L'équation la plus gé-
nérale de U avec trois nœuds aux points A, B, C est

^ 3-2 ..2 _^_ y ̂ î y;i __ «> a2 32 _(_ y ^' ̂ 2 ̂  -+- 2 ̂ ' a32 y -i- i w' aS-Y'2 = o.

Celte quartiquc est l'inverse de la conique

( i ) u.a2 + t-' ?2 — ( ï ' 7" + 21^' p^ — 2 r' ya — 2 (^ a^ == o.

Comme auparavant, y, y, z désignent/?^, f/h, f'c.
On i)eut irouver (^Courbes supérieures de Salinon, p. 2;")i)
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que
-^S == 7J — 12 .ry.3 (TI,

T == — 7| -t- 18 (Ta o-i xyz -\- 54 K^2^'2 z2,
en posant

<T.̂  == u x2 -h t\y2 -+- w ,s2 — 'i u'yz — 2 (/ zx — 2 w' xy ;
o-2 == o est la conique B qui est touchée par les six tangentes no-
dales,

y^ == { v ' w — uu') x -+- (w1u'— \'v' }y -}- ( u v ^- \vw')z.
K === uvw -\- iu' v' w' — uît1'1— vv1'1— (ï'(ï^2.

K =^ o est la discriminante de la conique ( i ) .
Par conséquent S est une courbe quadrinodale de la quatrième

classe, dont trois nœuds sont ceux de U; T est une courbe trino-
dale de la sixième classe, dont les nœuds sont les mêmes avec les
in H ex ion s

L'équation équivalente de L^S3— ^T2) devient
27 K2 a^y2 z2 — <TI xyz ( ï 8 K 3-2 -4- 16 <T'Î ) — ( K ̂  4- T'f ) ̂ j == o.

Cette forme établit deux théorèmes (Courbes supérieures,
p. 247):

A. Les six tangentes menées à la courbe par ses trois nœuds
touchent une conique,

B. Les tangentes aux nœuds touclieni une autre conique.

La première (A) est Kj3-^+ s^, ou

(^ V\V^2_F \yUy2 ^- UV^2 4- •2UUy^ -r- 2VV^.r4- -2 W\V\ry - o,

U, . . . , U'. ... étant les mineurs du déterminant
u (r ^
w' r il'
v' u tï'

Les six tang'entes à cette conique sont les inverses des tangentes
menées par A, B, C à la conique primitive (ï).

La seconde conique (B) est 0-2 == o ; les six tangentes sont les
lignes inverses des tangentes menées par A, B, G à la conique

vwvï ~r- wuy^ — uv z2 — -2 uu'yz — '>. v v ' z x — 2 ww' xy = o,
lesquelles passent par les points où la conique primitive ( ï ) ren-
contre les côtés du triangle ABC.

11 v a un contact double entre les coniques (A) el (B).
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10. Si Von fait u= ^ = w === o, la quart ique se décompose en
quatre droites

ap-^^a+p^+w'Y)^ o.

Le coniravariant S est la courbe de la quatrième classe

i^S =(u'yz -\-v1 zx-\- w' xy^—'ïxyz(y' w' x-\- w' u' y -r- u'v'z) == o.

Elle a quatre nœuds et une acubitangente, dont le contact est
imaginaire, savoir

.r _ y _ z
u' ~ v' ~ w'

Le contravariant quarlique de cette courbe est de l'ordre qua-
trième

(M'2a2-+- P'2^2-^ w'^S—— V'W1^ — W'U'^ — U'' V1'ajî)2

— JU'V'W'QL^ÇU'IX, 4- P'P -h wf^) == °-

La ligne (//'a + v1 (3 + (v'y) est une acubitangente de cette
courbe. Ainsi le principe de dualité du n° 3 est encore vrai.


