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Sur Uidentité des neeuds d’une courbe du quatriéme ordre et
des neeuds de ses contravariants quartique et sextique; par
M. Heney JeFrery.

1. Puisque I’équation tangentielle d’une quartique est, en fonc-
tion de ses contravariants S et T, S* — 27 T%= o, on doit penser
que ces courbes auxiliaires auront des nceuds si la quartique pro-
posée en a elle-méme.

Outre cela, les courbes S = o et T = o sont respectivement les
enveloppes d’une droite qui coupe la quartique primitive en quatre
points, formant une proportion équiharmonique et harmonique.
Dans le voisinage d’un nceud, les points d’intersection se rappro-
chent de plus en plus, jusqu’a ce que trois d’entre eux coincident,
ou deviennent infiniment voisins, sur une tangente au neeud.

2. L’Auteur a vérifié par le calcul I'existence et I'identité de
ces nceuds dans les cas séparés des quartiques uninodales, bino-
dales et trinodales. Mais il faut distinguer: bien que les tangentes
aux neeuds des courbes U (la quartique donnée), S et T soient
identiques, la courbure des branches peut étre différente.

Ordinairement, pour U et S, il n’y a pas d'inflexion; mais il y
a deux inflexions en chaque nceud de T. En particulier, les con-
travariants S et T des quartiques bicirculaires sont doués de foyers
doubles et triples respectivement. D’autres modifications se pré-
senteront dans la suite.

3. Au moyen du principe de la dualité, on voit que les bitan-
gentes d’une courbe de la quatriéme classe appartiennent aussi a

leurs contravariants.

4. 1. Les quartiques uninodales. — La forme la plus géné-
rale de ces courbes (U) ést, en coordonnées ponctuelles, si
C, (=10, 3 =0), est le neceud simple,

U=6+2(gat-+2nal + fB32)+ fy(a; 23+ 31220 + 3maB2+ b3 P3)
4+ ayat+ 4, @3B+ 6ha? 2+ 46, 2B+ by Bt = 0.

Les deux tangentes en C, (g2*+2naB+ f32=0), rencontrent



le ¢d1é AB en deux points, dont les coordonnées tangentielles sont
Iprat—anpgab < gq2b2—o.

i
[
On trouve dans les Courbes supérieures, de Salmon (p. 251),

. x z ,
Nous désignons par =, <=, = les coordonnées p, g, r.
a c

le contravariant S, dont I'équation peul étre ainsi disposée

Ses3(fa2 4 )2+ hs2—olyz-—-omsze—-onryn2
+125[nbya3 (31 —3mn — gb3)ry
+(3gm-=3nl — faz)ryi-=- nay 3|
=S, v 2= SR ) - S )0
ou

(1) S =3e3-+ 12505+ 320,
De la méme maniére,

(2) T:im—ed =630+ 2R,
L’équation tangentielle de U,

S3—9-T2:= 0,

développée, devient

(3) e3(1aui -+~ 2Reg+2703)+ 250 = o,

Dans les équations (1), (2), (3). s1 5= o. 1l reste
Sri—anxry 4+ gri=o:

par conséquent, pour U, S, T, CC est un naeud, et les tangentes
en C sont identiques ; mais des inflexions se trouvent en T seule-
ment.

Transformons celte proposition par le principe de la dualité :
£, ¥, 5 sonl des coordonnées trilinéaires, AB devient une tangente
double des courbes (1), (2), (3); mais, pour la courbe (2), c’est
une tangente en deux points stationnaires d'inflexion, savoir ceux
ou clle rencontre la conique ¢,.

8. Si, dansla quartique uninodale U, les termes qui renferment y
disparaissent, les tangentes au neceud C sont stationnaires, et Cest

un point d'inflexion de chaque branche.
Ainsi

— i+ 3R,

XViI.

S
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et 'équation tangentielle de U est
v3(2R+9:Q)+ z2R =o.

Pour T et U, les necuds sont identiques; mais les deux tan-
gentes, qui sont menées par C a la conique v,, sont des bilan-
gentes doubles de S : il n’y a point de neeud pour S au point C.

6. M. Les quartiques bicirculaires et binodales. — On sup-
pose que la quartique bicirculaire U est engendrée par la méthode
de Laguerre, et que le cercle jacobien (J) et la conique différente
(F) sont rapportés au triangle autopolaire ABC,

J) a?a? cotA + 0282 cotB + c2v2cotC =o
i ]
(F) la222+ l[,agz_,_ 1_02~,2=0.
l m n !

Si l'on considére la quartique comme l'enveloppe d’un cercle
variable, qui coupe J orthogonalement et dont le centre se trouve
sur F, son équation est

(I+m+n)aa2ci+ b2B2cy+ c2y2cy)?— f(aa+ bR+ cy)
X(araey+ 02 32cy+ c2y2es)(laacy+ mbB e+ neyey)
+f(ax+ b8 + cy)(latate} + mb2B2cl + ne?y?cl)=o,

¢y, €2y Cy désignant cotA, cotB, cotC.
De plus, soit

28 = p2(ca+ c3)+ q3(Cc3+ ¢ )+ r2(cy+ c2)— 2grey —2rpey— 2pgce;
= w; w; coséc A coséc B cosécC,

w, = 0, wy = 0 étant les équations des points circulaires a I'infini.
La conique

0 = Ip2+ mq?+ nr2—(le,+ mey+ neg)2s = o
est homofocale a la conique directrice F.

Posons

< P “
. =mn(qicz+rica—20363)+ nl(ries+ ptes—2c30,3)
2%

+Im(pres+qre; —2cice X)),

/;2 = (20 + m + n)(p*mncici+ g?nlciei+ r2lme? et

\
-

&

— Imn(.peycz—+gezeg4 repes )
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18 =04 30,

S =(p2+ mg2+ 1112)’
—[Ip2(2lcy— mey— ney)

+ mq2(2me; — neg— leg )+ nr2(2ney — leg -- mey)|2 %

+ (e} + m2e}+ n2ej— mnesez— nlegey— (meey) 452,
T = 03+ 380 + 31y,

La forme équivalente de U(S?* — 27T2) devient
02(4 02— 0y )+ o?— § boy — Hr 2=

dont chaque terme contient le facteur 432,

Par conséquerit, il y a deux foyers doubles de S et U, et deux
foyers triples de T, qui sont identiques avec les foyers simples
de F. Il y a d’ailleurs quatre foyers simples de U, qui sont les
foyers de la quartique de la quatrieme classe

— 40y =o.

7. On peut étendre la méme recherche aux quartiques bino-
dales. Si I'on modifie la méthode de Laguerre, une binodale peut
étre engendrée au moyen d’une conique directrice F, et l'on
peut se servir des calculs du n® 6, si les symboles ¢y, ¢, c; sont
indéfinis, et si I'on introduit cyc3+ c3ey+c¢yco 2 la place de
'unité, afin de rendre S et T homogeénes. Par exemple, on écrira

0 =(cac3+ czeq+ ¢y ca)(Ipt+ mqg?+ nr2)—(leg + meg+ nes)2 S.

Dans ce cas général, 23 =0 désigne les deux points ©,, w,,
réels ou imaginaires, ou la conique (J) rencontre la ligne de
'infini.

Pour S et U les tangentes en leurs neeuds communs sont celles
qu’on peut mener par les points w,, v, a la conique directrice F.

Pour T les nceuds sont identiques, mais il y a des inflexions de
chaque branche. Au moyen de la transformation homographique,
on peut étendre ces résultats aux quartiques binodales, si 1'on
écrit M, uB, vy au lieu de a, 3, v, et par conséquent J)i:, ’,{’ é au

D

lieu de z, y, 5.

8. Les quartiques bicirculaires, dont les foyers sont colli-
néaires. — Une telle quartique (U) est, en coordonnées carté-
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siennes,

(24322 (1 + foe)(a2 -5 p2) == k(1 +ex).

On peut démontrer qu'il y a deux foyers doubles qui sont iden-
tiques avee les intersections des coniques

2l(x2—)2)+for =o. flxy + fy =o.

Ces poinls sont I'origine (0,0), et le point <— ;'z—fl’ o).
On peul établir que
38 = )2 2 RV — 3 A/R2.
27T = — Q3+ 3 QRV 4+ g AWR?,
€, 7, sont les coordonnées langentielles de Booth, et l'on a

R=

N

24 712 = w; Wy,
points circulaires de I'infini,

Q=2l+f{+R,

conique dont les fovers sont Torigine et le point (— ;‘f;, o>

NV =5+ )2+ 02+ jhle;— kef2,
W= S U2 02 ) — 02 (S — bf — e2hl).
Les fovers doubles de S et U coincident avee les foyvers triples
de T.
On peut éerive I'équation tangentielle de U,
(al =[5 [[a ([ 2kle)% = (§ + akef + 16k1)E2
+ qh(af—e)B 4+ hre2 ]+ ..,
les autres Lermes contenant o, w, en facteur.
Le dernier facteur détermine les quatre foyers simples.

9. L. Les quartiques trinodales. — L’équation la plus gé-
nérale de U avec trois nceuds aux points A, B, ( est
w32 oyt - a2 324 a0 220y + 20" 282y - 20" abyr = o.

Cetle quartique est U'inverse de la conique

(1) U+ ¢ 32— w4 2w By - 20’y + 202l = o.

Comme auparavant, x, 57, 3 désignent pa, qb, re.
On pent trouver (Courbes supéricures de Salmon, p. 251)
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que

$S =1} —122y30,
T =—19}+ 180y012y5 + 54 K2 y2 32,
en posant
Sy =ux’+ )4+ wizl—oau'ys —2v'zx —2w'ay;
o, = o est la conique B qui est touchée par les six tangentes no-
dales,
o= (v'w—uw)r+(wu— v )y+ (e —aw)s,
K=uwuw—+2u/vw — un2—¢e'2— qw'2,
K = o est la discrimiuante de la conique (1).
Par conséquent S est une courbe quadrinodale de la quatriéme
classe, dont trois nccuds sont ceux de U; T est une courbe trino-
H
dale de la sixieme classe, dont les nceuds sont les mémes avec les
inflexions
L’équation équivalente de U(S* — 27T?) devient
27 K222 32— 5, xys(18Ks, 4+ 165}) — (Koy+ 5} ) 53 = o.
Cette forme établit deux théorémes (Cowrbes supéricures,
P 247):
A. Les siz tangentes menées a la courbe par ses trois noeuds

touchent une conique.
B. Les tangentes aux nceuds touchent une autre conique.

La premiére (A) est Kz, + 7, ou
(1) VWa4+-WUy2+UVs2+2UUys+2VV s+ 2 WWaoy = o,
U, ..., U, ... étant les mineurs du déterminant

'

I w  w

w' oo

14 u (1%

Les six tangentes a celte conique sont les inverses des tangentes
menées par A, B, C a la conique primitive (1).

La seconde conique (B) est &, =03 les six tangentes sont les
lignes inverses des tangentes menées par A, B, C ala conique

YW WUyt ue 32— 2uu' ys —avw'sr — 2ww'xy = o,

lesquelles passent par les points ott la conique primitive (1) ren-
contre les cotés du triangle ABC.

Iy a un contact double entre les coniques () et (B).



10. Si P'on fait © = ¢ = w = o, la quarlique se décompose en
quatre droites
afly (W2 +v'B+o'y)=o.

Le contravariant S est la courbe de la quatriéme classe

ES=(wyzs+v'sz+ way)—3zys(@war+wuy +u'viz)=o.
Elle a quatre nceuds et une acubitangente, dont le contact est
imaginaire, savoir
xr

— — 'y —
w o'

G\I W

Le contravariant quartique de cette courbe est de I'ordre qua-
tri¢me
(W2a24 o232 w2y — o' !By — w'u'ya — u'v'af)?
—suvwaly(ua+ v+ w'y)=o0.
La ligne («/'2+ ¢'3 + w'y) est une acubitangente de cette
courbe. Ainsi le principe de dualité du n® 3 est encore vrai.



