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Sur le probléme du mouvement d’un corps solide autour
d’un point fixe ; par M!" Nanny Lacersore.

Dans le probléme du mouvement d’un corps solide de révolu-
tion fixé par un point de son axe, on est ramené i exprimer le
temps 4 'aide d’une quadrature elliptique. On sait que, dans le
cas plus étendu ot il existe une fonction de force dépendant
uniquement de P'angle § que fait Paxe du corps avec une droite
fixe, on est encore ramené 3 une quadrature. Dans ce cas, les sur-
faces de niveau sont des surfaces de révolution autour de la droite
fixe. Je me suis proposé de trouver une fonction de force con-
duisant dans le cas général a des intégrales elliptiques.

L’expression de la force vive est, aprés un choix convenable
des axes de coordonnées,

2T = A(p2+q2)+ Cr2

ou, en introduisant les angles d’Euler,

e . edq; dh
p = sing¢sin ZE+COS?-¢Tt’
q:cosqsinﬁj—j—-—.mwdl‘;,
o Q)
ro= L+cmeili,
(22 at
zT:A[sinm(ai’) < > J

[

’“l»%

dy a .
) +7(059’F—+mi ﬂ(u) ]
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Comme la fonction de force est indépendante de ¢ et de o, je
peux appliquer la remarque faite par Jacobi, el j'obtiens alors les
deux intégrales suivantes

. ,add dy . de
29 2Y & =T =
(1) A sin edt +Ccos’0dt +bcos&dt =h,
do ay .,
(2) CZT_FCCOSOE? = Ck,

ou A et k désignent deux constantes.
On a encore, en désignant par U la fonction de force,

(3) 2T =2(U+ H), H = une const.
Par conséquent,
L
20 — — —_— 3
Asin edt = h— Ckcosb,

. dy\? dd\? .
A smﬂ](%) +A<m> 4 Chk2 =2(U + H),

c_iﬂa __ h—Ckcosb
dt — ~ Asinid

A2 sin’(i(?t-)z= 2A(U + H) sin?6 — ACA2 sin?0 — (h — CK cos8)?,

) 6 Asinfdb .
(1) l=‘/0:~‘/;ATU+H’)—sinze_ACTcﬁinw—(h—Ckcose)’

Soit
U=Z2[L(2*+y?)+Mz2+2aNz]m

la fonction de force. Les surfaces de niveau sont des ellipsoides de
révolution autour de I'axe des z.

Chaque point du corps est donc soumis a une force conslante et
4 une force qui est proportionuelle i la distance du point & un plan
fixe. Les composantes de la force sont, en effet,

2Lz, 2Ly, 2Mz+aN,

la force est donc la somme de deux autres, ayant pour compo-

santes
o, o, 2(M—L)z

et
2Lz, 2Ly, aLz-+2aN.

La seconde passe par un point fixe de I'espace, et peut se dé-
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composer en une force passant par le point fixe du corps et en
une force constante.
En observant que le corps est de révolution et que les coordon-

nées du centre de gravité £ et 7 sont nulles, j'obtiens pour U

U=L[(1—y)28m+ (1—y)Entm + (1 — ¥ 20 m)
+M(y2ZE2m + Y2 En2m 4 Y222 m) + aNy"¢
=LE(E+n+)m+(M—L)y2Z82m+ (M —L)y2Z8m
+ (M —L)y*{2+2aNy'g
=LE(284{)m +(M—L)y*S({2—8)m +(M—L)SEt m+ 2Ny"{
= AL+ (M—L)(A—C)y*+ n%—i—zNy"f.
Orona
¢ = sinosin,
Y '=cos9sinf,
Y =¢os0,
- MC
U=(L—M)(C—A)cos?6+ 2N{cosb + - + AL.

Désignons par R le polyndéme sous le radical dans I'expression
(4). L’équation R = o admet toujours deux racines réelles. Ep
effet,

0 =o, R=—(h—Ck) <o
I)OUP
0=m, R=—(h+Ck)2<o.

Pour la valeur initiale 8y, R doit toujours étre positif. Nous
pouvons supposer que 6 soit compris entre o et T,

6=0, R>o.

On voit, par conséquent, qu’il existe deux racines réelles com-
prises enlre — 1 et —+ 1.
Posons cos = z, Jobtiens

x

—dz

(5) t= .
e VA2¢+B'zt+Cz+ D

Désignons par «, 3, v, 8 les racines du polynéme sous le radical
dans (3). Pour ramener le polynéme a la forme normale de
M. Weierstrass, je pose
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ou b et d sont constantes. J'obtiens alors

x' ,
t= 4k f L
r, V4Z3— gy’ — g3
" Les constantes b et d sont déterminées par

,b—ld:ﬁ,
do—b_‘_d;‘}-—b_‘_dy-—b
a—3 a—@ a—

=ée1+ €+ e3=0,

ol ey, ey, e; sont les trois racines du polyndéme 423 — g.2' — g3.
J'ai encore posé
I

G pE—E=1

En faisant I'inversion de I'intégrale, on obtient

: t

p(v_4_k>=x" ¢ = une const.,
ou
dt _

v— = u, ——/‘k__du,

3
en posan_l
p(u) =2

Je veux maintenant exprimer ¢ et ¢ en fonction de ¢,

dt = T Asint0  A(1—cos?0)  A(1—a?)
Y

. . d: .
Les infinis de =; sont simples et donnés par

ﬂ h — Gk cosb h — Ckcosf h—Ckx

En vertu de la relation

_az’'+b ap(u)+b
T a+d T p(u)+d

on obtient les valeurs correspondantes de p(u),

b—d (b+d)

I—a’ p(ta)=— I+ a

p(uy) =

Or p(u) est une fonction de degré pair; il existe donc les
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quatre infinis simples w, — w,, ug, — u,,
4k {RIp(w)+d] — Cklap(u)+b]}[p(n) +d] du

dy =—

A 2[p(u)+d]=—[ap(u)+b]z;
6) - o'(u—u) L (e —uy)
(6) = [Co—l— C, o’(u—u,) Cq Ta—u)
o (u+uw) =3 (n+ up)
+ G c(u+u)  F(a+ u,)]du'

En prenant les résidus, je vois immédiatement que
C;=—0Cy, Cy=—0Cy.

Pour déterminer Cy, je pose « = o dans (6).
En intégrant, on trouve
= L O(u—u) 3 (uo+ uy)
o= Colu—tio) & Culog g uy o Cu v wn)
O(u—us) S (Uo+ Us)
G (ug— U)o’ (U + ug)

-+ Gy log

On tire de (2)
do _ kAsin?0 —(h — Ckcosf)cos®  — (Ck+Ak)cos?d—hcosb+ Ak
dt — Asin?0 _ - A(1— cos?0)
_ —(Ck+ A/c)[ap(u)+b]’——h[ap(u)+b][p(u)+d]»+Ak[p(u)+d]’,
Allp(u)+dp—[ap(u) + b]H

. , c(u—u)o )

(U — us) a(uyg+ ux)

S (up— 2) S (u+ u3)’

~+ Cjlog
Enfin, en réunissant mes résultats trouvés, j'obtiens

ap(u)+b t

cos® = 'p—(—my 9—4’( =u,
_ap(uy)+b _
cosfy = W, Uy = v,

F(u — (g —+

4 — %o = Co(u — 1) + Cylog d(zo—l:tlt)) 6’((1::+ Z:;

(1 — us) G (ug+ us)

a(ug— Us) (U + uy)’
y ' a(u— g (ug+u

v as(u;ui)d(uo+u’).

'hCleU S(uo— uz) 3(u+ us)

+ G log




