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Propriété des surfaces algébriques; par M. C.-A. Lasanr.
(Séance du 4 décembre 1889.)

Dans I'une des derniéres séances de la Société mathématique,
M. Fouret, aprés avoir donné une démonstration fort simple
d’un beau théoré¢me sur 1’élimination dd a Liouville, en a déduit,
a l'aide de considérations empruntées & la Mécanique, une pro-
priété générale de toutes les courbes algébriques, dont M. Humbert
avait fait antérieurement ’objet d’une Communication, et que I'on
peut énoncer ainsi :

Le lieu des points tels que la somme des carrés des normales
menées de chacun de ces points & une courbe algébrique soit
' constante est une conique.

Lo_rsql;" on faitvarier la somme donnée, les coniques obtenues
restent concentriques et homothétiques.
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Le centre commun de toutes ces coniques est un point remar-
quable du plan de la courbe; il jouit de cette propriéte, que la
somme des carrés des normales qu'on peut mener de ce point
a la courbe est minimum.

Une propriété tout a fait semblable a, parait-il, été éiablie par
M. Humbert pour les surfaces algébriques, au moyen d’artifices
ingénieux qui évitent les calculs trés compliqués auxquels la
question semble au premier abord devoir conduire.

Le but de la présente Note est de démontrer cette remarquable
propriété des surfaces algébriques par un procédé purement ana-
lytique, sans recourir i aucune considération étrangére a la ques-
tion elle-méme.

Pour y parvenir, je rappellerai tout d’abord la proposition sui-
vante, relative a la théorie de I’élimination :

St Uon a, outre plusieurs inconnues, en nombre quelconque
z,y, 5, t,u,..., plusieurs équations, en nombre inférieur a
celui des inconnues,

Silz,y,3,tu,...)=o,
fﬁ(z';_)’,z,t, u,...):o’

et si Uon suppose que les degrés de ces équations, par rapport
a L’EnsEMBLE des inconnues (et non pas seulement & telles ou
telles d’entre ces inconnues) soient respectivement ny, ny, ...,
np, le degré de U’équation finale, par rapport & l’ensemble
des inconnues restantes, lorsqu’on éliminera p —1 des incon-
nues, sera aupluségal a nyny...np (*).

Cette propr)éte admlse, arrivons 4 la question geometrique que
nous avons en vue. Soit

(1) Sz, y,3)=0

Péquation d’une surface algébrique.
Considérons un point M, dont les coordonnées soient a, 3, v,

(') M. Fouret a donné, il y a quelques années, dans le Bulletin, une démon-
stration de ce théoréme basée sur le principe de correspondance (t. II, p. 127).
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et menons par ce point les normales a la surface. On voit que les
points d’incidence de ces normales seront donnés par les inter-
sections communes de la surface (1) et des surfaces représentées
par les équations

) L _ Sy fo _ S

w~a_y—[i’ r—a z—««{'

Si 'on met ces équations (2) sous forme entiére, il est visible
qu’elles sont du méme degré n que la surface (1), soit, en général,
par rapport a chacune des lettres 2, y, 3, soit par rapport & I’en-
semble des lettres z, ¥, 3, a, §, .

- Si donc, entre ces trois équations (1), (2), nous éliminons y et ,
par exemple, I'équation résultante, de degré n® en x, sera également
de degré n® par rapport a ’ensemble des lettres z, «, B, v, d’aprés
la propriété énoncée ci-dessus. Nous pouvons, en conséquence,
Pécrire

(3) 7"+ Fy(a, B, y)2"" 1+ Fa(a, B, Y)2W" 2+ ... =0,

F,, Fy, ... représentant des fonctions de a, {3, y dont le degré est
égal a I'indice.
De méme, 'élimination de z, z, puis de z, y, nous donnerait

(4) y+ Gy(a, B, Y)y? 1+ Gy(a, B, Y)y™2+... =0,
(5) 27+ Hy(a, B, v) 271+ He(a, B, y)3" 2+ ... =o.

Ces trois équations résolues donneraient les coordonnégs des
points d’incidence des n® normales issues du point M.
La somme k2 des carrés des distances de M a ces n3 points
d’incidence est
E(z—a)+ (y— B+ (s —1)]
ou
n3(at+ B2+ y2)— 2237 — 285y —2yZz + D2+ Dy T3t

Or les équations (3), (4), (5) nous montrent qu’on a
“:x:—‘Fl(ay B’Y)’ 2.7=—Gt(¢,§,7), 2Z=—Hl(17 B,Y):
Sxt=F]—aF; = Js(q, p) 1)

2}":' Lz(a, Ba Y))
=32 = Py(a, p, Y)'
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L’équation du lieu du point M est donc

nd(at+ B2+ y?) +2aFi(a, B,7) +2BGi (2 B, 7)

) ~+2yHy(a, B, Y) + Ja(a, B»Y) ~+ Lo (2, B, v) + Pa(a, B, Y) = k.

Le lieu cherché est donc une surface du second ordre. Lorsqu’on
fait varier k2, le centre reste invariable, de méme que les direc-
tions et les rapports mutuels des axes.

Si nous écrivons 1’équation de cette surface sous la forme

(7) Se(a, pv Y)=k2?

et si 2y, 3¢, Yo représentent les coordonnées du centre, il est clair
que le minimum de la somme des carrés des normales, qui corres-
pond précisément a ce centre, est

s,(do, pm 70)-

Ainsi se trouve établie, par une analyse bien simple, la propo-
sition suivante, relative aux surfaces algébriques :

Le lieu des points tels que la somme des carrés des normales
menées de chacun de ces points & une surface algébrique soit
constante est une surface du second ordre.

Lorsqu’on fait varier la somme donnée, les surfaces du se--
cond ordre obtenues restent concentriques et homothétiques.

Le centre commun de toutes ces surfaces jouit de cette pro-
priété, que la somme des carrés des normales qu’on peut mener
de ce point a la surface algébrique est minimum.

Il serait intéressant d’étudier les particularités diminuant le
nombre n* des normales qu’on peut mener i la surface d’un point
quelconque. J’ai voulu me borner, dans cette Note, a I'examen de
la propriété générale.



