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Sur une simplification à un calcul de Lamé relatif à un
changement de variable; par M. MAURICE FOUCHÉ.

Dans son travail sur les coordonnées elliptiques, Lamé s^est
trouvé conduit à traiter le problème général suivant :

Si Von remplace les coordonnées rectangulaires x,y, z d^un
point de l^ espace par les coordonnées curvilignes p, pi, pa défi-
nies au moyen des trois équations

i f (^7,5)== p,
(0 ]/i(^y^)=pi,

\A(^,y^)= p2,

qui représentent trois surfaces orthogonales, et si V est une
fonction quelconque de x^ y, z, on propose d'exprimer la
quantité

^ _ ^ V ^V d^\
~d^ + rfy2 4- ^î?

au moyen des dérivées par rapport à p, p,, p^ des trois quan-
tités h, h^ À2 définies par les équations

l'-œy-^Msy.
"'(ÈH^fê)'.

i^-(È)'-(t)--fê)'
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La solalion qu'il en donne, et qui se trouve reproduite dans le

Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand, exige une série de
calculs un peu longs. Je suis parvenu au même résultat d'une ma-
nière beaucoup plus rapide, qu'il m'a paru intéressant de faire
connaître, d'autant plus que cette question, dans le cas particu-
lier où les trois surfaces p, p i , pa sont des quadriques homofo-
cales, a fait partie du concours d'agrégation il y a quelques an-
nées (i883).

Je rappellerai d'abord les principaux points de la méthode de
Lamé.

i° Si l'on différentie Inéquation

d\ _d\ dp dV dpt d\ dp^
ï-— -\- — .— 4-

dx dp dx dpi dx dp^

et les équations analogues relatives à -,- et ,- » on voit facilement

que AV se met sous la forme

r , ^V ,, ̂ V ,, ̂ V d\ , d\ , dV ,AV = A2 -,— -4- h] —— + À| -.--- 4- -T- Ap -4- --- Api -4- -,— Apa,â?p2 1 dç\ î d^ d? ' û?pi • û?p2

de sorte qu^il suffit de calculer les expressions Ap, Api , Apa.
2° Pour y arriver, on commence par chercher entre - j ' y —? • • •

et —p? ^,... des relations qu'on obtient en différentiant totale-d? dp ^
ment les équations ( î ) et en tenant compte de ce que les surfaces
sont orthogonales. On arrive ainsi aux équations

(3) A2^—^. ^=^ ^Ï^^v / û?p dx dp dy dp dz

et deux autres analogues.
3° Si maintenant on différenlie successivement les équations

qui expriment que les surfaces sont orthogonales, savoir

dp dpi dp dpi dp dpi __
dx dx dy dy dz dz ~~

et deux autres analogues, par rapport à .r, y, ^, et si Fon remplace

dans les équations résultantes les dérivées —, . . . par leurs valeurs
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tirées de (3), on obtient le résultat remarquable

d^ d^
(4) A . - ^ - ^ ^do doi

avec huit autres équations qui procèdent de celles-ci par les per-
mutations des indices ou des lettres *r, y, z ,

4° C^est à partir de ce point que la méthode que je propose
commence à différer de celle de Lamé. Lamé formait des équa-
tions linéaires contenant les trois inconnues Ao, Api , Aog : je vais

calculer directement chacune d^elles. Si Pon considère -^ commedx
une fonction de p, p < , pa, on aura

d^ d^ d^
dî p _ dx û?p dx d^i dx û?p2
dx2 dçî dx dpi dx c?p2 dx

ou, diaprés (4),

û?p ,^Pi >^p2
d^ _ .rfp dx __ A» dpi dx _ A2 rfps ^
rfa?2 ~" ûfa* û^p Af û?a? d^ AJ ^ï rfp '

On aura deux équations analogues donnant — et —; en ajoutant

ces trois équations, on a immédiatement

. _ i dh^ i AS dh\ i AS rfÀj
^ - ï -Sp ' - ÎA f - ^ - ^A l - ^

ce qui est le résultat cherché. On le met facilement sous la forme
habituelle. On a successivement

/i dh i dh, i dh^\
^~h [h~d~^h,~dp~hi ~ d ? ) 9

Ap ==: hî do (logA — logAi— logAa)

et enfin
,, A^log ,-,-

A p = A 2 — — A t ^ .
(/p
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On aurait de même

. ^log^^^^—dp^-'

^logâAA)
A?,=A|-t'^-"l rfp,

qui sont bien les formules de Lamé.


